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Presentación 
El análisis de estructuras masivas (es decir, aquellas que no pueden ser modeladas por medio 
de barras, tales como las armaduras, los pórticos y los arcos) se ha enfocado tradicionalmente 
desde la perspectiva de la Teoría de la Elasticidad, la cual busca resolver el problema a 
partir de la integración de las ecuaciones diferenciales que gobiernan la cinemática de un 
sólido elástico. Este tratamiento es posible sólo en casos de cuerpos simples. Para estructuras 
complejas se hace necesario apelar a métodos numéricos, los cuales tuvieron su apogeo a partir 
de la invención de los computadores digitales. Aunque ya en los inicios del siglo X X se había 
desarrollado ampliamente el método de diferencias finitas, fue a partir de la mitad del siglo que 
comenzó el desarrollo de una alternativa que, para muchos problemas, resulta más eficiente, 
cual es el método de los elementos finitos. Posteriormente se desarrollaron otras técnicas, 
tales como el método de los elementos de contorno y los métodos sin malla. Sin embargo, 
en la práctica usual, el método de elementos finitos se ha impuesto para la mayoría de los 
casos prácticos. A partir de su consolidación en el área de Mecánica de Sólidos, el método se 
extendió a otras áreas de la Física, tales como la Mecánica de Fluidos, las Transferencia de 
Masa y Calor, el Electromagnetismo, etc. 
En este texto se hace una introducción a dicho método para el caso específico del análisis 
de estructuras elásticas. El texto está dirigido a estudiantes de Ingeniería Civil, para quienes 
ya no resulta suficiente el estudio de estructuras compuestas por barras solamente, sino que 
se hace necesario conocer los elementos de esta técnica que permite la solución de problemas 
relativos a estructuras masivas, tales como muroS, silos, tanques, presas, etc. El texto puede ser 
igualmente utilizado para cursos de f\$pecialización en Estructuras. En vista de este alcance 
limitado, se evita tratar en las diversas propuestas de elementos para cada caso y sólo 
se examinan aquellas íjue h§n sido consagradas por la práctica. Además, se abordan sólo los 
aspectos fundarnení^les de esta técnica y se soslaya el tratamiento de temás más avanzados, 
{aí-gíi Como los aspectos matemáticos de la discretización y la aproximación, la formulación 
híbrida, los elementos finitos para el análisis de membranas, etc. Para estos temas y otros 
dirigidos a la investigación en el área, se recomienda adoptar otros textos de mayor alcance. 
Capítulo 1 
Revisión de conceptos básicos 
1.1 Introducción 
Consideremos la viga en voladizo que aparece en la figura 1.1. Se plantea la pregunta por una 
ecuación general que relacione la carga p con el desplazamiento vertical de cualquier punto de 
la viga, u{x). Para ello se debe resolver la ecuación diferencial de la deflexión de la viga 
donde M es el momento flector. El resultado es 
(1.2) 
P 
x 
Figura 1.1: Viga en voladizo. 
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En este cálculo se ha establecido una ecuación de la deflexión de la viga que es válida en 
toda su longitud. Para ello se ha empleado una modelación de la estructura como un sistema 
continuo y, por tanto, se habla en casos así de modelos estructurales continuos. Nótese que 
este modelo se caracteriza por tener una infinidad de grados de libertad, lo que tiene su reflejo 
en el hecho de que su cálculo require de la solución de una ecuación diferencial, es decir, una 
ecuación construida sobre la base de infinitésimos. En estructuras complejas, la solución de 
ecuaciones diferenciales como la (l . l)no es posible, en general, de esta manera analítica, es 
decir, sin emplear técnicas numéricas de aproximación. El uso de tales técnicas (diferencias 
finitas, elementos finitos, elementos de contorno, etc.) hace necesario formular el problema de 
una manera menos ambiciosa, cual es la de encontrar el valor de las respuestas estructurales 
sólo en algunos puntos, de manera que el cálculo de los valores en puntos adicionales se hace 
por interpolación. De esta implicación de técnicas numéricas aproximadas a problemas de 
sistemas estructurales continuos surgen los modelos estructurales discretos. Se denomina así 
a un modelo de estructura en el cual la respuesta se define en valores puntuales. Por ejemplo, 
en la viga que aparece en la figura 1.1, se puede buscar, solamente, una relación entre la fuerza 
p y el desplazamiento vertical u en el extremo de la viga, dejando a un lado la búsqueda de 
relaciones con otros desplazamientos del cuerpo. Si se asume que la estructura se comporta de 
manera lineal (es decir, que los desplazamientos son proporcionales a las fuerzas), entonces, 
se busca una relación del tipo 
ku — p (1-3) 
donde k es una constante, denominada usualmente rigidez. En este caso sencillo no es nece-
sario aplicar ninguno de los métodos numéricos mencionados pues el valor de k se deduce 
directamente de la ecuación (1.2), para x = l. Dicho valor es 
* = < L 4 ) 
donde E es el módulo de elasticidad de la viga e I su momento de inercia. El valor de u se 
obtiene de directamente de la ecuación (1.3). 
Nótese que la ecuación (1.3) es la que define el estiramiento de un resorte elástico de rigidez 
k sometido a una fuerza axial p. Esto hace que muchos problemas estructurales puedan ser 
modelados de manera discreta con la ayuda de resortes. En la sección siguiente se hace una 
analogía de este tipo. 
La ecuación (1.3) no es más que un caso particular de la ecuación matricial 
kd = f (1.5) 
que define la relación entre los desplazamientos y las fuerzas en un modelo discreto como el que 
muestra la figura 1.2. En esta figura, el modelo continuo de la figura 1.1 se ha transformado 
en un modelo discreto de tres barras unidas en los puntos nodales indicados. En este caso, los 
vectores de las fuerzas y de los grados de libertad son 
2 
p1 Pl p3 
Figura 1.2: Modelo de elementos finitos de una viga en voladizo. 
donde u1,u2,u3 son los desplazamientos verticales bajo las cargasp 1 ,p 2 ,p 3 . Esta discretización 
es el primer paso del método de los elementos finitos, en el cual se busca luego establecer la 
matriz adecuada k para cada caso. 
En síntesis, puede decirse que toda estructura es por naturaleza de tipo continuo, es decir, 
con infinitos grados de libertad; que los modelos matemáticos de tipo continuo sólo pueden 
resolverse en casos muy sencillos como el revisado en esta sección y que, en casos más complejos 
se hace necesaria la introducción de técnicas numéricas. Éstas, a su vez, convierten el problema 
continuo en uno discreto. Desde el punto de vista matemático, esto implica la transformación 
de un problema formulado en términos de ecuaciones diferenciales (normalmente en derivadas 
parciales), como en la ecuación (1.1), en un problema algebraico como el dado por la ecuación 
(1.5). 
En este capítulo se examina en primer lugar el planteamiento de la cinemática de modelos 
discretos, con una introducción a la formulación variacional, de gran utilidad en el desarrollo 
de los métodos numéricos mencionados. Luego se introducen los conceptos necesarios para 
practicar la conversión de modelos continuos en discretos. Para ello se hace necesaria estudiar 
la descripción matemática de problemas continuos en dos formas, llamadas fuerte y débil, así 
como los principios variacionales y una introducción al método de aproximación numérica de 
Galerkin. 
3 
P 2 
h 
Figura 1.3: Pòrtico modelado como viga de cortante. 
<?2 
r 
— 1 2 
1 • 
9 i « 
/ H f u , = 0 
Figura 1.4: Pórtico de cortante deformado por una fuerza en el segundo piso. 
1.2 Ecuaciones cinemáticas de sistemas discretos 
En esta sección se examinan varios métodos para la construcción de las ecuaciones matriciales 
de la cinemática de sistemas modelados de manera discreta. En primer lugar, las ecuaciones 
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se ensamblan por consideraciones de equilibrio; luego se estudia el método directo de rigidez, 
de aplicación corriente en programas de análisis estructural; finalmente, se introducen los 
métodos del trabajo virtual y de la energía potencial mínima, por ser de gran utilidad para 
la deducción de las ecuaciones del método de los elementos finitos en el caso de estructuras 
continuas. 
Consideremos el pórtico mostrado en la figura 1.3. Si suponemos que las vigas tienen una 
rigidez infinita, entonces los desplazamientos laterales relativos causados por las fuerzas px y 
p2 sólo dependerán de las rigideces de las columnas que entran en contacto con las vigas. Esto 
se debe a que la rigidez infinita de las vigas no permite el giro de los nudos. De hecho, si se 
aplicase un sistema de fuerzas q1, q2 tal que se produjese un desplazamiento unitario en el 
segundo nivel, mientras se mantuviese nulo el del primero, las columnas del primer piso no se 
deformarían, como muestra la figura 1.4, debido a la ausencia de giros en los nudos en el nivel 
1. Esto confirma que las columnas marcadas con el índice 1 no participan de la rigidez del 
segundo piso, puesto que no se deforman. 
Por tanto, podemos modelar este sistema (conocido como viga o pórtico de cortante) con 
resortes que conectan dos cuerpos rígidos de la manera que ilustra la figura 1.6. Las constantes 
de estos resortes dependen solamente de los parámetros geométricos y elásticos de las columnas 
señaladas en la figura 1.3 con los números respectivos. Para determinarlas se debe tener en 
cuenta las rigideces elementales de una barra elástica, cuyos valores se deducen en libros 
básicos de Análisis Estructural, y que aparecen en la figura 1.5. 
Así, por ejemplo, si las dos columnas marcadas con el número 1 en la figura 1.3 tienen 
iguales momento de inercia I1 y módulo de elasticidad E, la rigidez k1 vale 
*i = 2 x ^ í 1 - 7 ) 
i 
mientras que la rigidez k3 vale 
fc - U E I a (18 ) 
Los deplazamientos ul(t) y u2(t) se miden a partir de un punto cualquiera de los cuerpos. 
Los diagramas de fuerzas de la figura 1.66 indican que las ecuaciones de equilibrio de ambos 
cuerpos son 
+ k2 (u2 — Uj) — klu1 =0 
p,2 - k2(u2 ~ u,) %k3u2 =-- 0 (1.9) 
Este resultado puede expresarse de manera matricial en la forma 
kd = f (1.10) 
donde 
5 
u 1 
E, 1,1 
uA 
i— 
u1 = 1 
Figura 1.5: Rigideces elementales de una barra. 
d = 
k = 
k1 + k2 k2 
~ kcy k2 + K 
Pi p2 
(1.11) 
En la, ecuación (1.10), la matriz de rigidez k pone en relación xas fuerzas externas / con 
los desplazamientos d. Por definición, la matriz de rigidez es simétrica, esto es, se cumple 
que kij = kji. Esta propiedad se desprende del principio de reciprocidad de los tra,bajos de 
6 
(fl) 
Pi hu2 
P2 (b) 
Figura 1.6: Modelo discreto del pòrtico de cortante. 
Maxwell-Detti, cuya demostración se encuentra en textos básicos de Análisis de Estructuras. 
1.3 Métodos variacionales 
El planteamiento de las ecuaciones de equilibrio de una estructura puede realizarse no sólo 
por medio de la aplicación directa de las ecuaciones de equilibrio, como en la sección anterior. 
Una vía más expedita la proveen los llamados métodos variacionales que, como se verá a 
continuación, tienen la ventaja de no requerir la partición de la estructura ni la formulación 
de ecuaciones de equilibrio de cuerpo libre, como en la figura 1.6. Por este motivo son de 
gran utilidad en la deducción de ecuaciones de estructuras complejas, corno las discretizadas 
por el método de elementos finitos. A continuación se estudian dos principios variacionales: 
el de la energía potencial mínima y el del trabajo virtual. El primero es válido sólo para el 
caso de estructuras lineales, mientras que el segundo es de validez general para sólidos con 
comportamiento lineal o no lineal. 
7 
1.3.1 Notación variacimial 
El cálculo variacional es una rama de la matemática que busca la solución de los llamados 
problemas extremales, esto es, la búsqueda de puntos donde una función tiene una variación 
nula. Estos puntos pueden corresponder a tres clases de valores de la función: máximos, míni-
mos o puntos de ensilladura. Los primeros corresponden a valores de la función para los cuales 
tanto a la derecha como a la izquierda del punto la función presenta descenso; los segundos a lo 
contrario y los terceros a valores para los cuales se presenta descenso de la función por un lado 
y ascenso por el otro. Se dice que la función en el punto de valor nulo presenta un valor esta-
cionario. Por tanto, el cálculo variacional (también llamado extremal o de valores extremales) 
consiste tanto en la búsqueda de los valores de las variables independientes asociadas al valor 
estacionario de una función como al cálculo de este valor mismo. 
Consideremos una función de las variables independientes ui:u2,... ,un. Se define la 
variación de la función f(u17u2,... ,un) en un punto como un cambio posible o virtual de la 
función que no es consecuencia cambio real en las variables independientes. Por ello se adopta 
la notación 5 f para significar que el cambio en Ik función no es real sino virtual y con ello se la 
distingue del diferencial d/. Esto quiere decir que, mientras el diferencial de una función d/ es 
el resultado de un cambio real en los valores de las variables independientes dií i ; d íx 2 , . . . , du n , 
la variación de la función Sf surge de un experimento matemático en el se varían artificialmente 
los valores de las variables independientes en las cantidades 8u1,8u2,... ,5un. Aunque el 
cálculo de ambas cantidades es similar, 
(1.12) 
su interpretación es totalmente distinta, de acuerdo con lo dicho anteriormente. 
1.3.2 Principio de la energía potencial mínima 
El principio de la energía potencial mínima dice así: 
De todas las posibles configuraciones compatibles de la estructura deformada, la 
correcta es aquella que hace estacionaria la energía potencial. Si el valor esta-
cionario es un mínimo, entonces la estructura es estable. Si es un máximo, la 
estructura es inestable. 
Se comprende que esto principio se plantee matemáticamente en términos del cálculo varia-
cional, pues las diversas configuraciones posibles que se mencionan en el principio no son otra 
cosa que experimentos matemáticos virtuales que no implican cambios en la energía potencial 
real de la estructura, la cual sólo es función de los desplazamientos reales que sufra. Por otra 
parte, la figura 1.7 ilustra lo que se entiende por configuración de deformación compatible. 
,f df , 3 / , 
d / = ^ + d ^ 
i . . + dUn 
OUn 
r, 9f . df . df r 8f = ÓUX + ÓU2 + . . . + ÓUn ouj aux oun 
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Desplazamiento real 
Desplazamiento virtual 
Figura 1.7: Desplazamientos virtuales, (a): compatibles con las condiciones de apoyo. (b): 
Incompatibles. 
En general, una configuración compatible es la que preserva las condiciones de apoyo de la 
estructura y 110 presenta discontinuidades ni interrupciones. Como la energía potencial es 
función de los desplazamientos u1, u2,..., un, se tiene que éstos pueden obtenerse a partir de 
la ecuación 
dV dV dV 
SV = ^—Su,+ Su,+... + —Sun=0 (1.13) oux oux oun 
La energía potencial como tal se define como la suma de la energía de deformación, que 
es la energía almacenada en los elementos estructurales deformados Vi, más la energía de las 
cargas externas Ve-
V = T i + V e (1.14) 
La validez del principio está limitada al caso de estructuras lineales, es decir, a aquellas para 
las cuales es válida la ley de Hooke sobre proporcionalidad entre tensiones y deformaciones. 
La aplicación de este principio se ilustra con el siguiente ejemplo. 
Ejemplo 1.1 
Deduciremos a continuación las ecuaciones del movimiento del sistema de la figura 1.6 a 
partir del principio de la energía potencial mínima. 
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La energía potencial del sistema para cualquier configuración {u1 ,u2} es la suma de 
= \kiul + \h(u2 - «i) 2 + \kiU\ 
VE = - ( P I « ! +P¿U2) (1.15) 
El signo negativo de la energía de las cargas externas se debe al hecho de que el trabajo que 
éstas realizan se pierde cuando el cuerpo ya se ha deformado, pues se convierte entonces en 
energía de deformación almacenada en el cuerpo. En consecuencia, se tiene 
SV = klul - k2 (u2 u± ) Pi 8ul + k2(u2 -u1) + k3u2 -p2 Su2 = 0 (1.16) 
Como los desplazamientfl»»virtuales 6u1, Su2 son arbitrarios, se concluye que los términos entre 
corchetes deben ser nulos. Esto da como resultado las ecuaciones (1.9). 
* 
1.3.3 Principio del trabajo virtual 
De manera semejante al principio de la energía potencial mínima, el principio del trabajo 
virtual se formula en términos variacionales. Sin embargo, su rango de aplicación es mayor, 
ya que es válido tanto para estructuras con comportamiento lineal como no lineal. El principio 
reza así: 
Si se somete un cuerpo deformable a desplazamientos virtuales arbitrarios compa-
tibles, el trabajo de las fuerzas externas realizado a través de tales desplazamientos 
es igual al trabajo de las tensiones internas a través de las deformaciones virtuales 
que ellos impliquen. 
La aplicación de este importante principio se ilustra en los siguientes ejemplos. 
Ejemplo 1.2 
Semejante a lo hecho en el ejemplo anterior, deduciremos las ecuaciones del movimiento 
del sistema de la figura 1.3 con base en el principio del trabajo virtual. 
Supongamos que a la estructura se aplican dos desplazamientos virtuales 6u1 y Su2, adi-
cionales a los desplazamientos provocados por las fuerzas externas (Figura 1.8). El trabajo 
virtual de éstas es 
p16u1 +p2Su2 (1-17) 
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u1 Su1 k^ i > i — — f a j 2 
i 
m 
U2 8un i »H 
a s 
Figura 1.8: Desplazamientos virtuales aplicados a un modelo de resortes. 
Por otra parte, el trabajo virtual de las fuerzas desarrolladas en los resortes (fuerzas internas) 
es 
klulSul + k2{u2 — ul)(Su2 — SuJ + k3u25u2 
Al igualar estos trabajos se obtiene 
Kui ~ K(u2 - ui) ~Pi 5u1 + k2(u2 -u1) + k3u2 -p2 Su2 = 0 
(1.18) 
(1.19) 
Finalmente, aplicamos el mismo razonamiento que en el ejemplo anterior, sobre la arbi-
trariedad de los desplazamientos virtuales Su1, 5u2, para concluir que los términos entre 
corchetes deben ser nulos y, por tanto, que se obtienen de nuevo las ecuaciones (1.9). 
Ejemplo 1.3 
La figura 1.9 muestra una barra sometida a. dos tipos de fuerzas externas de tipo axial: 
una fuerza distribuida a lo largo de la barra q(x) y una fuerza concentrada en su extremo p. 
La única tensión presente en el elemento es, por tanto, a x . En consecuencia 
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Apliquemos ahora el principio de los trabajos virtuales. Sea Su(x) un desplazamiento 
virtual distribuido a lo largo del eje x, que se manifiesta en desplazamientos virtuales Su, y 
Su2 en los extremos y una deformación virtual 8ex distribuida a lo largo del elemento1: 
^ = (1 '21) 
Por el requisito de compatibilidad, Su, = 0; por tanto, simplificaremos la notación haciendo 
Su2 = Su. Según el principio del trabajo virtual, el trabajo realizado por las fuerzas internas 
a través de Sex es igual al de las fuerzas externas a lo largo de los desplazamientos virtuales 
respectivos: 
/ Sex ax dF = / Su(x)q(x)dx + Su • p 
Jv Jo 
(1.22) 
En esta ecuación V denota el volumen de la barra. Si ésta tiene una sección constante A, 
dV = Adx. Por tanto, 
/ SexEAexdx= / Su(x)q(x)dx + Su • p (1-23) 
Jo Jo 
V 
q{x) 
Figura 1.9: Barra sometida a tension axial. 
1.4 Método directo de rigidez 
Consideremos ahora la deducción directa de los términos que conforman la matriz de rigidez. 
Se define el elemento kij de dicha matriz k como la fuerza que se debe aplicar en el grado de 
libertad i cuando en j tiene lugar un desplazamiento unitario, mientras todos los desplaza-
mientos restantes permanecen inactivos, es decir, iguales a cero. Esto se comprende más 
: D e acuerdo con la teoría del cálculo variacional, las operaciones á(-) v d( ) son intercambiables. Por tanto, 
_ S du(z) _ d¿M(a¡) 
" x dx dx 
12 
ra. 
TTTT r . T r r r 
(c) 
Figura 1.10: Construcción de la matriz de rigidez J 
claramente por medio de la figura 1.10, en la que se muestra un sistema de dos cuerpos rígidos 
unidos en serie por medio de resortes elásticos. De acuerdo con la definición de A;¿¿, en la figura 
1.10o el primer cuerpo se desplaza la unidad, manteniendo el segundo cuerpo en su posición 
inicial. Esto indica que se requiere una fuerza igual a 
/bj^  /b^  
para desplazar el cuerpo 1 la unidad sin que se desplace el segundo, ya que al tiempo se debe 
estirar y comprimir los resortes de rigideces k1 y k2, respectivamente. Por otra parte, se debe 
aplicar en el segundo cuerpo una fuerza — k2 para contrarestar la movilización que se impone 
al aplicar la fuerza en el primero. En consecuencia, k21 = —k2. Igualmente, para lograr un 
desplazamiento unitario en el grado de libertad 2 se requiere aplicar en el segundo cuerpo una 
fuerza k22 — k2, mientras que para evitar que el cuerpo 1 sea desplazado hacia la derecha por 
k2. En consecuencia, esta causa se necesita una fuerza k12 = 
k = 
ku k1 
kry i kr\ 
í kl k2 
-K k. 
(1.24) 
2 / 
La aplicación del método directo de rigidez se revisará a continuación para el pórtico 
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mostrado en la figura 1.11a. La primera columna de la matriz de rigidez se obtiene haciendo 
u1 = 1 y manteniendo u2 = u3 = 0, de la manera indicada en la figura 1.116. Con referencia 
a las rigideces elementales que aparecen en la figura 1.5 se tiene 
lío u„ 
U. h 
E,J,l 
E,I,h 
(a) 
E,I,h 
(b) 
Figura 1.11: Construcción de la matriz de rigidez de un pórtico - Método directo. 
12 El 12 El 
+ h3 h3 
24EI 
k„, — 
kQ, — 
6 El 
6 El 
En esta ecuación, kn es la fuerza total necesaria para causar el desplazamiento unitario indi-
cado, lo que implica movilizar las dos columnas del pórtico, mientras que las fuerzas k2l y k31 
14 
son fuerzas necesarias para impedir los giros en los grados de libertad 2 y 3 que, de otra forma, 
se movilizarían igualmente. Adicionalmente, la segunda columna corresponde a la situación 
ilustrada por la figura 1.116, es decir, u2 = 1 , ^ = 0, u3 = 0. Esto implica que 
_ AEI AEJ 
2EJ 
32 ~ l 
Finalmente, la tercera columna de la matriz se obtiene de manera semejante: 
_ AEI AEJ 
33 — ~ ^ h 
^ 1 3 — 
h — 
23 
l 
6 El 
2 EJ 
En consecuencia, la matriz de rigidez del pórtico es 
/24 El 
k = 
/ i 3 
6 El 
6EI 
h2 
AEI 
h 
4 EJ 
l 
6 El 
\ h2 
2 EJ 
l 
6 El 
2 EJ 
l 
4EI , 4E£ ¡ 
/i ~r / / 
(1.25) 
1.4.1 Ensamblaje automático de la matriz de rigidez 
Para los programas de análisis automatizado de sistemas discretos, no es práctico construir 
las matrices de rigidez de la manera anterior, ya que ello implica consideraciones de equilibrio 
que no es fácil codificar para el cálculo digital. Por fortuna, el método de rigidez permite 
el desarrollo de un procedimiento automático que toma como base las matrices de rigidez de 
cada elemento (llamadas matrices elementales). Este procedimiento parte de una tabla de 
correspondencias entre las numeraciones de cada grado de libertad en el sistema de coorde-
nadas locales, por una parte, y globales, por otra, de manera que si a un grado de libertad 
en la numeración global le corresponden varios grados de libertad en diferentes elementos, el 
resultado total será la suma de las diferentes contribuciones. 
Este proceso se realiza de la manera siguiente: Calculamos inicialmente la matriz de rigidez 
de un solo elemento, como el resorte que muestra la figura 1.12. Para ello procedemos de 
15 
(a) 
(6) 
(c) 
Figura 1.12: Grados de libertad de un resorte simple. 
manera semejante a lo hecho anteriormente, aplicando un desplazamiento unitario en cada 
grado de libertad, manteniendo el otro en su posición original, como se muestra en la figura. 
De aquí resulta evidente que la matriz de rigidez del resorte es 
donde el superíndice (e) indica que la matriz corresponde al elemento e de una estructura. 
Ahora bien, consideremos la estructura de la figura 1.13. Para ella, la ecuación del movimiento 
es 
kd = f (1.27) 
donde 
/ v V / \I 
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(1.28) 
y se trata de obtener inicialmente la matriz k de manera automática. Para ello se debe poner 
en relación los números indicativos de los grados de libertad en las numeraciones local y global, 
como muestra la tabla 1.1. De acuerdo con esto, la matriz de rigidez del primer resorte se 
puede presentar en la forma siguiente: 
Tabla 1.1: Tabla de correspondencias - Figura 1.13 
Resorte Numeración Numeración 
local global 
1 1 3 
2 1 
2 1 1 
2 2 
3 1 3 
2 2 
i = 3 2 = 1 
fcd) = í K - k x 
donde en el borde superior se indican las correspondencias entre las coordenadas locales y 
globales, respectivamente, de cara al ensamblaje de la matriz de rigidez de la estructura k. 
-(i) 
Denotaremos la contribución del resorte 1 a esta matriz corno k . Las equivalencias señaladas 
~(1) (i) -(1) ' (i) ~(1) (1) ~U) (i) 
indican que = k22 , = k2i1 ^31 = ^12 > ^33 = ^11 • P ° r tanto, esta matriz es igual a 
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I 
I -uL k. , ó 
V V 
1 
Figura 1.13: Numeraciones local y global de los grados de libertad de un modelo de resortes. 
Análogamente, 
k{2) = 
~ ( 2 ) 
k = 
1 = 1 2 = : 
{ K — k 2 
\ -K k2 
k2 —k 2 0 
—k2 k2 0 
0 0 0 
1 = 3 2 = i 
k(i) = 
. ( 3 ) 
k3 k3 
-k3 k3 
0 0 0 
0 k3 -k. 
0 —k3 k3 
La matriz de rigidez de la estructura es la suma de las matrices de los elementos en coordenadas 
globales: 
k
 = E~k 
(«0 
(1.29) 
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lo que para este caso da como resultado 
-k2 k2 + k3 —k3 (1.30) 
—k1 —k3 kx + k3J 
Finalmente, en vista de que por definición u3 = 0, se puede eliminar de esta matriz los 
elementos que multiplican esta cantidad en la ecuación fundamental kd = f . Esto equivale a 
eliminar la primera fila y la primera columna de la matriz, lo que da como resultado 
k = { k l - k 2 k~+k) \ K2 "i K3/ 
con lo que el problema se reduce a lo expresado por la ecuaciones (1.10) y (1.11). 
Ejemplo 1.4 
En este ejemplo examinaremos los pasos necesarios para la aplicación del método de equi-
librio de fuerzas a estructuras de cadena, es decir, aquellas compuestas por varios elementos 
unidos en serie, y compararemos este procedimiento con el ensamblaje directo de las ecua-
ciones por el método automático. Ejemplos de esta clase de estructuras son las vigas de sección 
variable sometidas a tensión axial y los pórticos de cortante introducidos anteriormente. 
En la figura 1.14 aparece un esquema general de la discretización por elementos finitos de 
una estructura cualquiera de sección constante o variable, sometida a tensión axial. Conside-
raremos inicialmente que sólo hay fuerzas aplicadas en los nodos extremos de la estructura, de 
magnitud Nótese que para cualquier elemento se denotan sus extremos como 1 y 2 en el 
sistema local de coordenadas, por lo que el nodo 2 de un elemento coincide con el nodo 1 del 
siguiente. Sin embargo, en el sistema global de coordenadas, cada nodo tiene una numeración 
única. La tabla 1.2 ilustra las numeraciones local y global de los nodos para una estructura 
compuesta por tres elementos. Por lo pronto, la ecuación de equilibrio de un nodo cualquiera 
i en el sistema global, común a dos elementos (e) y (e + 1), es (ver la figura 1.14) 
-9t+Pi-9(r} = 0 (1.32) 
donde y son las fuerzas de restauración desarrolladas en los elementos (e) y (e + 1), 
respectivamente. Estas fuerzas pueden obtenerse fácilmente a partir de la consideración del 
equilibrio de los elementos (e) y (e + 1) cuando sufren unos desplazamientos cualesquiera u1 
y u2. Para ello necesitamos contar con la matriz de rigidez elemental de una barra de área 
A, módulo de elasticidad E y longitud l sometida a tensión axial. Procediendo de manera 
semejante a lo hecho para obtener la ecuación (1-26), es fácil ver que esta matriz es 
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n - 2 n - 1 
\ (J) t I 7 / f ( m - ] ) I 1 (a) 
Pi — 4 o) 
Numeración global 
Numeración local 
(6) 
(« + ! ) 
•Si 
Pi (c) 
Figura 1.14: Cadena de elementos unidimensionales, (a): Modelo estructural. (b): Elemento 
finito, (c): Fuerzas en el nodo i. 
para los grados de libertad u, y u2. 
Elemento(e) : * A ( e ) ( l 
Elemento (e + l ) : - í * ) ^ í ) ( ï ) ^ ^ 
De acuerdo con esto, el producto obtenido por la segunda fila de la primera ecuación con-
ze al valor de y el de la primera fil 
la ecuación de equilibrio del nodo i es 
duce a de la segunda ecuación al de • En consecuencia, 
T ) H !) (»;)+: 
EA " /- (e+l) i i (1 _1)U1(e+i)) =0 (L35) 
/ 
Al sustituir la nomenclatura local de los nodos por la global, se obtiene 
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Tabla 1.2: Numeraciones local y global de los nodos 
Elemento Numeración Numeración 
local global 
1 i 1 
2 2 
2 1 2 
2 3 
3 1 3 
2 4 
T ) * m + : 
(1.36) 
la cual puede expresarse en forma matricial como 
("¿ -A 
(1.37) ui+J 
Ecuaciones como la anterior se deben ensamblar para cada nodo k = 1 , . . . n. Para una 
estructura con tres nodos, el resultado final es la ecuación matricial siguiente: 
' w 
( 1 ) , x ( 1 ) \ 
- ( ¥ ) o 
t \(i) t \ / \(2) / \(2) - (¥) (¥) +(¥) - (¥) / \(2) / \<2) - (¥) (¥) , i 
ui \ ÍPi 
«2 I = P2 
"T7 
(1.38) 
ÍXA 
fe* 
De acuerdo a los símbolos indicados, esta ecuación puede escribirse abreviadamente en la 
forma 
k*d* = f* (1.39) 
donde k*, d* y f* son, respectivamente, la matriz de rigidez, el vector de desplazamientos y 
el vector de fuerzas nodales de la estructura. El símbolo * indica que en estas matrices no se 
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han aplicado aún las condiciones de contorno, lo que se hará más adelante. La generalización 
para una cadena más de m elementos con n nodos con fuerzas Pi no nulas es inmediata: 
(i) n 
— K 
0 
o 
\ 0 
(1) ( 1 ) 
(2) 
(2) (2) — K 
(2) , (3) 
K + K 
0 
o 
o 
o 
o 
(m-i) (m) (m) 
K + K —K 
( m ) -K (m ) K j 
( u, \ 
UQ 
Ujl—l 
\ Un / 
k* 
ÍP¡\ 
P2 
P3 (1.40) 
En esta ecuación 
k = 
EA\ 
e = 1 , 2 , . . . ,m 
donde m es el número de elementos (igual a n - 1 en problemas de este tipo) y i = 1, 2 , . . . , n 
son las fuerzas concentradas aplicadas en los nodos. De manera semejante se pueden calcular 
las ecuaciones de equilibrio para sistemas de fuerzas distribuidas diferentes al considerado en 
esta deducción. 
Este procedimiento es en verdad complejo si se compara con el ensamblaje directo de las 
ecuaciones cinemáticas de equilibrio de manera automática. Una simple observación de las 
ecuaciones (1.37) y (1.40), así como de la tabla 1.2, muestra que para obtener la matriz de 
rigidez de la estructura basta acumular las contribuciones de cada matriz elemental en las 
posiciones correspondientes, de acuerdo a la tabla de equivalencias de las numeraciones local 
y global, como la mostrada más arriba. Lo mismo es válido para las contribuciones de las 
fuerzas nodales equivalentes al vector de fuerzas aplicadas a la estructura en su conjunto. De 
esta manera, si el vector de desplazamientos es 
(«i u 
y el elemento e conecta los nodos i y k, 
Un-: 
i k 
ku ki2 
k2i k22 
22 
los elementos de la matriz de rigidez de este elemento se adicionan a lo acumulado en la matriz 
global k en las posiciones i y k: 
+k\\ 
+k2i 
k 
+ki2 
+k22 
V 
(1.41) 
donde el signo + frente a las rigideces elementales denota el proceso de acumulación. De igual 
modo, el vector de fuerzas / se construye acumulando las fuerzas elementales equivalentes en 
los nodos respectivos. 
Si, por ejemplo, sólo el primer grado de libertad está restringido, al aplicar las condiciones 
de contorno, la ecuación (1.40) se reduce a 
/ ( 1 ) , ( 2 ) 
I K + K 
(2) K 
( 2 ) 
— K 
(2) , (3) 
K + K 
0 
0 
o 
o 
(m-i) (m) (m) K + K —K 
(m) ( m ) 
— K K 
k 
\ 
( u2 \ 
u3 
Un—i 
\ Un ) 
u 
ÍpA 
P3 
\PnJ 
/ 
(1.42) 
A 
Ejemplo 1.5 
Deducir la matriz de rigidez del pórtico de la figura 1.15 por el método automático. 
Para este fin tomamos como referencia la matriz de rigidez de un elemento, según los 
grados de libertad definidos en la figura 1.5: 
A n ^12 ^13 KA Í 
12 El 
/3 
6EI 12 El 
13 
6El \ 
^22 h 23 ^ 2 4 
6 El 
l2 
AEI 
l 
6 El 2 El 
l 
h 
32 
h 
33 ^34 
12 El 
13 
6 El 
P 
\2EI 
Za 
6 El 
P 
^ 4 2 ^ 4 3 KJ \ 6 El l2 2 El l 6 El l2" AEI l ' 
Nótese que en la figura 1.15 no se especifican los grados de libertad correspondientes a los 
apoyos, que son nulos, por lo que la matriz k se ensamblará directamente, sin el paso intermedio 
de ensamblaje de k*. La tabla 1.3 contiene las correspondencias entre las numeraciones local 
y global de los grados de libertad. 
Tabla 1.3: Numeraciones local y global de los nodos 
Barra Numeración Numeración 
local global 
1 i 1 
2 2 
2 2 2 
4 3 
3 i 1 
2 3 
c-
E, J, l u3 
E,I,h E, I, h 
( 2 ) 0 
(1) (3) 
(a) (b) 
Figura 1.15: Construcción de la matriz de rigidez de un pórtico - Método automático. 
De acuerdo con esto, la matriz de rigidez global se compone de la siguiente manera: 
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An ki2 /o o o \ o 
fe = [k21 k22 O + O k22 k2i + o o o 
\ 0 0 0 / \ 0 k42 k j \k21 0 k22) 
> ^ ' > ' " v ' 
Elemento 1 Elemento 2 Elemento 3 
(1.44) 
/LAGL Wf O\ /O O O \ O 
= + + 0 0 0 
V o o 0 ; Vo 4 1 4 v v w o '-f-J 
Elemento 1 Elemento 2 Elemento 3 
lo que es igual a lo obtenido por el método directo (ecuación 1.25). 
1.4.2 Transformación de coordenadas 
En la sección anterior se ha partido del supuesto de que las fuerzas en los sistemas local y 
global coinciden en orientación. En el caso general ésto se cumple en ocasiones, como en la 
del pórtico analizado. En muchas otras situaciones, sin embargo, se hace necesario realizar 
una transformación de coordenadas previa al ensamblaje de las matrices. 
Figura 1.16: Estructura articulada. 
Considérese, por ejemplo, una estructura articulada como la que muestra la figura 1.16. 
En este caso cada barra se caracteriza por una coordenada en la dirección de su eje y otra 
perpendicular, mientras que el sistema global se define por dos coordenadas ortogonales cuya 
orientación única es arbitraria y no depende de la de cada barra. En consecuencia, resulta 
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Figura 1.17: Coordenadas locales y globales. 
necesario plantear la transformación de coordenadas globales a locales indicada en la figura 
1.17. 
En realidad, para la descripción del elemento eñ coordenadas locales sólo es necesaria 
la coordenada axial indicada por u en la figura 1.17. Para el vector de grados de libertad 
compuesto por ux y u2, la matriz de rigidez en este sistema local restringido es 
fc(e) = ( — I EA\
{e) 1 - 1 
- 1 1 (1.45) 
como ya se ha indicado anteriormente. Sin embargo, conviene representar esta matriz en forma 
ampliada con respecto a los grados de libertad u1,v1,u2,v2. En tal caso la matriz se convierte 
en 
= ( f ) 
(e) 
( 1 0 - 1 0\ 
0 0 0 0 
- 1 0 1 0 
V o o o o/ 
Del análisis de la figura se desprende que, entre estos dos sistemas media la relación 
(1.46) 
íui\ 
v\ 
u2 
\v2J 
(e) 
/ cosa sin a 0 
-sin a cosa 0 0 
0 0 cosa sin a 
\ 0 0 — sin a cos a/ 
0 \ 
Vi 
U2 
\V*J 
(1.47) 
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que puede escribirse en forma abreviada, omitiendo el super-índice (e), en la forma 
d = AD (1.48) 
donde el significado de las matrices A y D resulta evidente. 
Para deducir las matrices de rigidez y de fuerzas en el sistema global se hace uso del 
concepto de energía de deformación. En el sistema local, su expresión es 
U=^dTkd (1.49) 
Sustituyendo (1.48) en (1.49) se tiene 
U = j)DTATkAD (1.50) 
Por otra parte, la energía de deformación en coordenadas globales es igual a 
U = ^ D T k D (1.51) 
Al comparar las ecuaciones (1.50) y (1.51) y restituir el índice del elemento, se concluye que 
la matriz de rigidez de éste en coordenadas globales es 
í ( e ) Á M T , ( e ) (e) ,, k = A k A (1-52) 
La matriz de rigidez de la estructura, k, se obtiene ensamblando las matrices elementales k 
de la manera usual (ecuación 1.29). 
Sólo resta por decir que la ecuación (1.52) es completamente general, en el sentido de 
que es aplicable a cualquier problema elástico lineal en el que se requiera una transformación 
de los ejes coordenados. En cada caso, basta buscar la matriz A adecuada que realice la 
transformación. 
1.4.3 Aplicación de condiciones de contorno 
El paso final en el método autómatico de ensamblaje de las ecuaciones cinemáticas es la 
aplicación de las condiciones de contorno, es decir, los desplazamientos en los grados de libertad 
que son conocidos con antelación, sea porque éstos se encuentran restringidos (y en tal caso 
son nulos) o bien porque tienen un valor dado (como es el caso de los asentamientos del suelo, 
estimados por los métodos de la Geotecnia). Esto se ha hecho de manera intuitiva en los 
ejemplos anteriores, pero es conveniente formular un procedimiento general. 
Tanto en el caso de grados de libertad nulos como no nulos, las matrices que componen el 
problema se pueden subdividir de la manera siguiente: 
(Z t) (£) - (£) <>*•> 
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donde los subíndices c y d indican los grados de libertad conocidos y desconocidos, respecti-
vamente. De aquí se deduce que los desplazamientos de los últimos pueden ser calculados por 
medio de 
fcdd dd = fd - kdcd< 'C (1.54) 
k d f 
o bien, 
kd = f (1.55) 
Adicionalmente, de (1.53) se cumple que 
^cd^d + kccdc — / c (1.56) 
lo que permite calcular las fuerzas en los grados de libertad estipulados. 
En el caso particular en que los grados de libertad estipulados sean nulos, como se da en 
apoyos fijos, el vector dc es nulo, lo que permite simplificar las ecuaciones (1.54) y (1.56). 
Para este caso, sin embargo, resulta más práctico eliminar directamente las filas y columnas 
de las matrices de rigidez, desplazamientos nodales y fuerzas asociadas a dichos grados, como 
se hizo anteriormente en varios ejemplos. 
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Capítulo 2 
Tensión axial simple 
2.1 Introducción 
Este capítulo está pensado como una introducción al método de los elementos finitos, usando 
como vehículo el problema de la tensión axial en barras. Se ha escogido este tema por ser el 
más sencillo de cuantos se tratan en la Resistencia de Materiales, lo que permite centrar 
la atención en los aspectos teóricos y operativos del método, sin necesidad de recurrir a 
formulaciones mecánicas complejas. En primer lugar se examinarán algunas formulaciones 
exactas y aproximadas del problema de tensión axial. Finalmente se hará uso de estas ideas 
para formular las ecuaciones cinemáticas discretas en el caso estático. 
2.2 Formulaciones exactas y aproximadas 
El problema sencillo de tensión axial, como otros problemas de mecánica de sólidos, puede 
formularse de manera exacta como una ecuación diferencial o como una ecuación integral. 
De esto se desprende, igualmente, la posibilidad de resolverlo en forma aproximada. En esta 
sección se estudian estas vías. En primer lugar se examinan las formulaciones exactas, llamadas 
fuerte y débil, que corresponden a ecuaciones diferenciales e integrales, respectivamente. Luego 
se hace una exposición sucinta del método de residuos ponderados como técnica general de 
solución aproximada de ecuaciones diferenciales. 
2.2.1 Formulaciones fuerte y débil 
Consideremos la figura 2.1. En ella aparece una viga sometida a tracción axial junto con el 
equilibrio de fuerzas en un segmento infinitesimal. Por equilibrio, tenemos 
(2.1) 
lo que da como resultado 
29 
áx 
P 
q( x) 
l 
dx 
Aa? A (*x + ^d*) 
(b) 
q(x) 
Figura 2.1: Barra sometida a tensión axial, (a): Modelo estructural. (6): Equilibrio de un 
segmento infinitesimal. 
A d ^ + q ( x ) = 0 (2.2) 
Corno ax = Eex y, a su vez, 
d u O QA ex = 1.2.3) 
donde u es el desplazamiento horizontal de un punto del cuerpo, se concluye que la ecuación 
(2.2) se convierte en 
d 2u 
En el extremo derecho, la fuerza p se equilibra con la fuerza Aax = EAe. Por tanto, el cálculo 
del desplazamiento u puede hacerse resolviendo esta ecuación diferencial, bajo la consideración 
de sus condiciones de frontera: 
^ - d 2u , . 
EAd* + q ( x ) = ° 
«L=o = 0 (2-5) 
EA^\ =P 
áx, i x=i 
3U 
Esta ecuación se denomina forma fuerte del problema del desplazamiento horizontal de la 
viga u. Una alternativa a ella es la ecuación que se obtiene por aplicación del principio del 
trabajo virtual, como se hizo anteriormente en el ejemplo 3. La ecuación resultante se repite 
aquí por conveniencia junto con sus condiciones: 
/ 6exEAexdx= / Su(x)q( 
Jo Jo 
x)dx + Su • p 
«L=o = 0 (2-6) 
Su\ „ = 0 lx=0 
La tercera de las ecuaciones anteriores surge de la condición de compatibilidad impuesta a los 
desplazamientos virtuales en el enunciado del principio. Esta presentación del problema se 
denomina forma débil, ya que, como puede verse, involucra derivadas en un orden inferiores a 
las de la forma fuerte. Aunque aparentemente se trata de ecuaciones diferentes, su equivalencia 
puede demostrarse fácilmente, lo que de paso constituye una demostración ad hoc de la validez 
del principio del trabajo virtual. La ecuación(2.4) puede escribirse igualmente como 
d 2u \ 
EA-^+q{x))5u{x)=0 (2.7) 
Al integrar sobre la longitud del elemento se obtiene 
l 
o 
Integrando por partes resulta 
/( d2« EAàx* + ) ' ô u ^ d x = 0 ( 2 - 8 ) 
f d 6 ^ l E A p - f Su(x)q(x)dx - EApu(x) J dx d X J dx 
= 0 (2.9) 
o 
Al tener en cuenta que Su(0) = 0, Su(l) = Su y la ecuación (2.5) , se obtiene la ecuación (2.6), 
haciendo uso de la equivalencia 
fc* = (2.10) 
dx 
introducida en el capítulo anterior. 
2.2.2 Métodos de residuos ponderados 
Para concluir esta sección resulta de interés revisar someramente una técnica de solución 
de ecuaciones diferenciales y su relación con la formulación débil introducida en la sección 
anterior. Una ecuación diferencial lineal con coeficientes constantes de orden m en la que x 
sea la variable independiente y u la variable dependiente se puede escribir en la forma 
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Dm[u] = f(x) (2.11) 
donde D[-] es un operador de derivación cuyo tratamiento es semejante al de un polinomio del 
mismo orden, es decir, 
Dm[n] = b m u + bm^u™-1 + ... + b0 (2.12) 
En esta ecuación los coeficientes b son constantes y el exponente (m) denota la derivada de 
orden m. Por otra parte f(x) es el término independiente. Por ejemplo, la ecuación de flexión 
de una viga sometida a la acción de una carga vertical repartida q(x), 
d4i; 
E I d * = ~q(x) ( 2 " 1 3 ) 
donde u es el desplazamiento vertical, equivale a 
= (2-14) 
donde en este caso es igual a u . 
El método de residuos ponderados busca una solución aproximada ü de la forma 
n 
Ú(x) = J2aiNi(X) i2'15) 
i 
donde Ni(x) son funciones de prueba, previamente definidas, y los o¿ son constantes. Eviden-
temente, el error de esta aproximación, llamado residuo, es 
R{x) = f{x)-Dm[Ü\ (2.16) 
El propósito del método es buscar las constantes a¿ que hagan mínimo un promedio ponderado 
del error. Simbólicamente, este promedio ponderado se escribe como 
/ w{x)R{x)dx (2.17) 
donde tu(x) es la función de ponderación. Sobre su valor existen varias propuestas: métodos de 
cuadrados mínimos, de Galerkin, de colocación, etc. Entre ellas destacamos las dos primeras, 
que se describen a continuación: 
1. Método de cuadrados mínimos. En este método el criterio consiste en hacer mínima la 
integral del cuadrado del residuo R con respecto a las constantes a¿: 
düi 
Al sustituir en esta ecuación las expresiones (2.15) y (2.16) se obtiene 
l r 
- I R2(X)dx = 0 (2.18) 
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2 J R{x)Dm[Ni]áx = O (2.19) 
Esto da origen a n ecuaciones simultáneas. Evidentemente, la función de ponderación 
es en este caso w(x) = Dm[Ni] 
2. Método de Galerkin. En este método se adopta 
lo que conduce a 
w(x) = (2.20) 
da¿ 
w(x) = Ni{x) (2.21) 
Por tanto, en este método se busca la solución resolviendo el siguiente sistema de ecua-
ciones simultáneas: 
/ R{x)Ni{x)dx = 0 (2.22) 
Más adelante se hará uso de estas técnicas para establecer las ecuaciones cinemáticas de 
estructuras sometidas a tensión axial. 
2.3 Formulación del elemento finito 
La figura 2.2 muestra una barra sometida a dos tipos de fuerzas externas de tipo axial: una 
fuerza distribuida a lo largo de la barra q(x) y dos fuerzas concentradas en su extremo, pi y p2. 
La única tensión presente en el elemento es, por tanto, a x . En consecuencia, la deformación 
según el eje x es 
e* = f (2-23) 
Las deformaciones en los sentidos perpendiculares son 
= = (2.24) 
La deformación ex es, en general, igual a 
(2.25) 
du 
ox 
Sin embargo, como en este caso el desplazamiento u sólo ocurre a lo largo del eje x, será 
función exclusivamente de esta variable, u = u(x). Por tanto 
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„ = £ {2.26) 
En consecuencia 
H?/ 
a = Ee = E— (2.27) 
da; 
El principio de los trabajos virtuales fue aplicado a una barra sometida a fuerzas axiales 
distribuidas q(x) y una fuerza axial concentradas p, como la que aparece en la figura 2.1, en el 
capítulo anterior. Ampliaremos ahora este resultado al elemento finito de la figura 2.2, en la 
que la única diferencia con el caso anterior reside en la presencia de dos fuerzas concentradas. 
El resultado es 
rl fl 
/ SexEAexáx = / Su{x)q{x)áx + Su, '• p, + Su2 • p2 (2.28) 
Jo Jo 
De las relaciones anteriores puede observarse que el conocimiento de u(x) conduce al de 
ex por medio de derivación, así como al de u, que no es otra cosa que su valor en el punto 
de aplicación de la fuerza p. En consecuencia, resolver el problema equivale a encontrar la 
función u(x). El método de los elementos finitos parte de la idea establecida en el método de 
residuos ponderados de postular la función u(x) en la forma siguiente: 
n 
u{x) = ^aiNl{x) (2.29) 
P i 
• t 
P2 
q{x) = q 
u. 
Figura 2.2: Elemento finito en tension axial. 
Para este caso, supondremos que la función u(x) se puede expresar como 
u(x) = a , + a-2X (2.30) 
donde a¿,¿ = 1,2 son constantes por determinar. 
Llamaremos a la coordenada del extremo (en adelante, nodo) i de este elemento l a su 
longitud (ver la figura 2.3). De esta manera se tiene 
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ui = ai + a2xi 
u2 = a.x + «2^2 (2.31) 
f(e\ (e) 
/(e) 
(a) 
(b) 
x 
Figura 2.3: Tensión axial, (a): Elemento finito con las fuerzas nodales equivalentes. (b): 
Funciones de forma o interpolación 
La solución de este sistema para y a<¿ es 
Q¡2 = (2.32) 
Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (2.30) y agrupando los términos en u1 y u2 se 
llega a que la función u(x) se puede expresar como 
u(x) = N1u1 + N2U2 (2.33) 
donde 
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con / = x2 — xx. Las funciones Nl se conocen con el nombre de funciones de forma o de 
interpolación y constituyen, de hecho, la piedra angular del método de los elementos finitos, 
como se verá en lo sucesivo. Como las expresiones que se deducen para un elemento finito 
son de aplicación general para todos los de la misma especie, no es conveniente introducir en 
las expresiones anteriores los valores xx = 0 y x2 = l, que son sólo válidos para este caso. 
En consecuencia, los límites de las integrales arriba expresadas cambiarán de (0,/) a (x1,x2). 
Ahora bien, la derivada de la función u(x) es 
d u dN. dN0 
lo que es igual a 
du 1 1 , - = - r i + 7 „ a (2.36) 
lo que indica que la hipótesis en uso de funciones de forma lineales implica suponer a una 
deformación constante en el interior del elemento. Puede observarse que las funciones de 
forma satisfacen las siguientes propiedades: 
1. N1(x1) = 1 ,N1(X2) = 0. Igualmente, N2(x1) = 0,iV2(x2) = 1 Esto indica que las 
funciones toman valores unitarios en los nodos asociados a ellas y nulos en el resto. Como 
se verá más delante, esta es la expresión matemática de la condición de continuidad del 
desplazamiento entre elementos. 
2. N1(x) + N2(X) = 1 para todo x perteneciente al elemento. Igualmente, al final del 
capítulo se verá que esta es la expresión de la condición de movimientos de sólido rígido. 
Al igual que el desplazamiento total, el desplazamiento virtual Su también puede expresarse 
como una combinación lineal de los desplazamientos en los extremos a través de las funciones 
de forma, es decir 
Asimismo 
Su = N,SUl + N2Su2 (2.37) 
dN, r d7V„ r Se = — = —i Su. + -r-^ Su.. 2.38 
dx dx dx 
Si se sustituye estos resultados en la ecuación de equilibrio (2.28) se obtiene 
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f J X, 
dN1 . dN2 —r^-Su, + —:—-8u„ x (EA) x 
da; da; 
¡dN, d N2 
dx 
•u, H : u2 da; 
da; 
- f J X, 
N15u1 + N2SU2 q(x)dx — 6u1p1 — 8u2p2 = O (2.39) 
Agrupando los términos en 8u1 y Su2 se llega a la siguiente ecuación: 
8u1 
Su„ 
/ — - x (EA) x + — - x (EA) x —^-u9)dx Jx \ dx dx dx da; / 
[xi 
- N1q(x)dx-p1 
J X1 
[x*(dN2 dN1 dN2 /r,A. d N2 \ / ( x (EA) x — + — - x (EA) x )dx 
Jx \ da; da; da; dx / 
rx 2 
- / N2q(x)da 
J X-, 
l x - p 2 (2.40) 
En vista de que los desplazamientos virtuales 8ul y 8u2 son arbitrarios, los términos entre 
corchetes deben ser nulos. Las identidades resultantes pueden ser presentadas en la siguiente 
forma matricial: 
í J X, 
( ^ x (EA) x 
x (EA) x ^ 
d x 
- a ^ X (EA) X 
da; 
dNj 
dx 
dx 
dN2 
dx 
da; • [ U l u, 
k (e) d 
.(<0 
q(x)dx (2.41) 
Je) 
De acuerdo a los símbolos escritos bajo la ecuación anterior, ésta puede escribirse en la forma 
(2.42) . (e) , (e) (e) k d = f 
donde ' es la matriz de rigidez del elemento, <¿( ' , / (e) = fp + f^' son respectivamente el 
vector de desplazamientos nodales y el vector de fuerzas nodales del elemento (e). Este último 
esta compuesto por el vector de fuerzas concentradas / y el vector de fuerzas equivalentes a 
las distribuidas / ; nótese que sólo se ha conservado la notación (e) para el segundo de estos 
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términos, debido a que generalmente el primero está dado con antelación y no depende de las 
funciones de forma ni de otros parámetros del elemento. 
Si tanto la fuerza q(x), el módulo de elasticidad y el área seccional son constantes en el 
elemento, la utilización de las ecuaciones (2.34) conduce fácilmente a que 
k = 
EA -1 
2 VI 
(2.43) -1 i / ' J i 
En efecto, el primer término del vector de fuerzas nodales equivalentes a las distribuidas es 
„2 / 
J X, 
2 / x2 — X 
l 
qdx — -j I x2x — 
x 
= qJ(x¡-2x2x1+x>\ =q-
donde se ha tenido en cuenta la relación x2 — xx = l. Análogamente, el segundo elemento es 
í 
2 / x — x. i / x^ gí 
2 
De forma análoga, la matriz de rigidez se obtiene de la siguiente manera: 
«< (H 
Supongamos que una estructura está conformada por un único elemento finito, como el 
que se ha considerado hasta ahora. En tal caso las ecuaciones de equilibrio y las condiciones 
de contorno se plantean de forma inmediata: 
E A f 1 - l W U l W P l + J\ 
i v - i i / w u + v 
Considerando que u1 = 0 y haciendo p2 = p, se llega a que 
U2 = ¿4"(p + 7r)' Pi = -(P2 + ?0 
La solución exacta de este problema, dada por los métodos convencionales de Resistencia de 
Materiales, es 
u(x) = ^ a(px+qlx ~ r^) (2'44) 
Para x = l se tiene 
u i l ) = u > = é í ( p + í ) 
= ( ¥ ) 
= ( ¥ ) 
-X X 
1 - 1 
-1 1 
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lo que coincide con el valor dado por la aproximación por un elemento finito. Una coincidencia 
así sólo se obtiene en casos elementales como este. Fácilmente puede verse, sin embargo, que 
la solución obtenida para u(x) deja de ser válida si se consideran sus valores intermedios, razón 
por la cual, para x^Oyxj^l él uso de un solo elemento conduce a un error en los puntos 
intermedios. Por ejemplo, para x = 1/2, la solución exacta es 
mientras que la solución para este punto, calculada por la ecuación (2.33) es 
Esta diferencia de exactitud en la estimación de los desplazamientos en los nodos y en medio del 
elemento se debe a que el método de los elementos finitos concentra su atención en los valores 
de los primeros, a los que se supeditan los segundos. Con el fin de obtener mayor precisión 
en toda la estructura es necesario aumentar el número de elementos. Esto se examinará en el 
ejemplo siguiente por medio de un problema más complejo. 
Ejemplo 2.1 
Consideremos la estructura mostrada en la figura 2.4, que corresponde a un pilar de puente 
de altura h = 20 m, cuya sección se ensancha hacia el extremo superior con el fin de soportar 
adecuadamente el tablero en todo su ancho. El área en la base es de 2 m2 mientras que en 
el extremo superior es de 4 m2. El ensanchamiento sigue una ley exponencial. El módulo 
de elasticidad es igual a 2.5 x 107kN/m2. Se trata de encontrar las deformaciones a lo largo 
de la estructura bajo la acción de una carga concentrada en el extremo de p = 3,000 kN, 
correspondiente al peso aferente del tablero. Se desprecia el efecto del peso propio del pilar. 
De acuerdo con estos datos, el área del elemento en cualquier punto x está dada por 
A{x) = Áenx 
donde A es el área de la base, igual a 2 m2 y a es un coeficiente que se puede determinar a 
partir del área del extremo superior: 
4 = ^4eQ'20 
de donde a = 0.03465m~1. Para el análisis por elementos finitos supondremos que el área de 
cada elemento es constante e igual al promedio del área A{x) correspondiente a los extremos 
del mismo. De esta manera, la fórmula general correspondiente a esta discretización es 
Á ( r(e —l)a/ii r e a h i \ 
A =-[exp ± — + exp 
2 \ L m J L m J / 
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3,000 kN 
A(x) = Ae' 20 m 
(a) 
1 
(6) 
Figura 2.4: Ejemplo 2.1 - (c): Modelo estructural. (b): Discretización con cinco elementos 
finitos. 
donde m es el número de elementos, de acuerdo a la nomenclatura seguida hasta aquí. Reem-
plazando estas expresiones en la ecuación general (1.40) se obtiene el siguiente resultado para 
cuatro elementos: 
P i 
0 
0 
0 
\—3,000/ 
V 
r 
donde p1 denota la reacción en el nodo 1. Como ul = 0, esta ecuación se puede simplificar 
eliminando las filas y columnas correpondientes a este grado de libertad, de acuerdo a lo 
explicado anteriormente, es decir, 
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107 * 
( 2.396 -1 .302 0 
-1 .302 2.849 -1 .548 0 
0 -1 .548 3.389 -1 .841 
\ 0 0 -1 .841 1.841 ) 
0 \ (u2\ 
W 
( 0 \ 
0 
0 
V - 3 , 0 0 0 / 
k 
Nótese que esta ecuación se puede obtener directamente de la ecuación (1-42). El resultado 
de este sistema de ecuaciones es 
d= - 10~ á * 
/—0.274\ 
-0 .505 
-0 .698 
\—0.861 / 
De otra parte, la solución exacta de este problema viene dada por 
u = — P 
aAE 
[1 — exp(—ax)\ 
x, m 
Figura 2.5: Ejemplo 2.1 - Solución con cuatro elementos y solución exacta. 
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Error, 
7 -
6 -
5 -
4 --
3 --
2 --
1 --
H — i — i T T t t r m 
0 1 2 3 4 5 6 7 9 10 
Figura 2.6: Ejemplo 2.1 - Error en la solución con diverso número de elementos. 
La figura 2.5 compara los resultados obtenidos con tres elementos con la solución exacta. 
Puede verse que a pesar del número tan reducido de elementos la precisión es razonable. 
Por supuesto, el incremento del número de elementos debe conducir a una disminución del 
error. Esto se demuestra en la figura 2.6, en la que aparece el error (en %) de la solución 
para diferentes cantidades de elementos finitos. Se observa que la pendiente de la curva 
de disminución del error decrece con el número de elementos, lo que hace poco eficiente el 
incremento de dicho número por encima de cierto valor razonable. 
* 
2.4 Formalización y condiciones del método 
En este apartado haremos en primer lugar una generalización del método tal como hasta 
ahora ha sido expuesto para el caso de la deformación axial. Las ecuaciones finales pueden 
ser aplicadas a otros casos de tensión en cuerpos elásticos lineales bajo leves modificaciones 
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de acuerdo a cada caso. Luego expondremos algunas condiciones que deben satisfacer los 
elementos finitos. 
2.4.1 Generalización del método 
En primer lugar, la ecuación (2.33) puede escribirse en la forma 
r(x) = Nd (2.45) 
donde r{x) es el vector de funciones de desplazamientos, que en el caso tratado en este capítulo 
sólo tiene por elemento la función u{x), mientras que el símbolo d, que ya ha sido utilizado en 
los desarrollos anteriores, indica los desplazamientos nodales, los cuales no son ya funciones 
de las coordenadas espaciales. Por su parte, N es la matriz de funciones de forma, para la 
cual se omite en general la indicación de la dependencia de x, y, etc. Esta matriz es igual en 
este caso a 
N = [N, N2} (2.46) 
Ahora bien, la ecuación (2.35) se puede escribir en la forma 
d u dN. dN2 
£ = d í = ( 2 4 7 ) 
esto es, 
dh\ dN. 
t = { 
En general, 
«  h e r - s M I " ' ) < 2 ' 4 8 ) 
e = Bd (2.49) 
donde B es la la matriz cinemática, en cuya notación también suele omitirse la indicación de 
la dependencia de las coordenadas x, y etc. En este caso, 
Adicionalmente, la tensión ax, igual a Eex en el estado de tensión axial, se puede generalizar 
en la forma 
o- = Ce 
= CBd (2.51) 
donde C es la matriz constitutiva del material, que expresa las relaciones elásticas entre 
tensiones y deformaciones. En el presente caso, esta matriz se reduce simplemente a C = [E], 
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Nótese que el superíndice (e) se omite en las matrices de funciones de forma N , de deformación 
B y constitutiva C por ser éstas aplicables a todo el dominio en forma genérica. 
Ejemplo 2.2 
En este ejemplo completaremos el ejemplo anterior con el cálculo de las tensiones normales 
en los diferentes elementos, haciendo uso de la ecuación (2.51). Para cada elemento esta 
ecuación se reduce a 
cr. 
- f < - O 
Con los datos del ejemplo anterior se puede calcular fácilmente estas tensiones. Nótese que 
en este caso, debido a la linealidad de las funciones de forma, la matriz B de cada elemento 
es constante, por lo que la tensión normal también lo será entre sus dos nodos. Para cuatro 
elementos el resultado es 
a = 103 * 
1.3704\ 
-1 .1524 
-0 .9691 
0.8149 ) 
kN/m 
donde se ha hecho uso del vector de desplazamientos que aparece en el ejemplo anterior. 
* 
Si con base en estas definiciones se revisa la deducción de la matriz de rigidez, así como 
del vector de fuerzas nodales equivalentes, se llega fácilmente a las siguientes expresiones: 
k = J BTCBdV 
f = fP + J NTq(x)dx (2.52) 
donde q{x) es el vector de fuerzas distribuidas axialmente en el elemento y / las fuerzas apli-
cadas en los nodos (externas o de equilibrio). Las relaciones (2.52), con ligeras modificaciones, 
son aplicables a los otros tipos de elementos que serán estudiados en los capítulos siguientes 
de este texto. 
El proceso de cálculo de la estructura discretizada consiste, en consecuencia, en los sigui-
entes pasos: 
1. Formación de las matrices del elemento (ecuaciones 2.52). 
2. Ensamblaje de las matrices de rigidez y fuerzas externas. 
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3. Solución del problema global: 
d = k l f (2.53) 
4. Cálculo de las deformaciones y las tensiones en los elementos: 
e = Bd 
a = CBd (2.54) 
donde el vector d se forma con los elementos apropiados del vector global d. 
2.4.2 Condiciones del método 
Ante todo, debe recordarse que el método de los elementos finitos conlleva una hipótesis sobre 
el valor de la función de desplazamientos en cada elemento. Por tanto, es siempre un método 
aproximado. Las siguientes son algunas condiciones importantes que se deben cumplir para 
que la aproximación resulte lo mejor posible a medida que se reduce el tamaño medio de los 
elementos: 
• Continuidad en el interior del elemento. Esta condición exige que la función de aproxi-
mación de los desplazamientos sea continua en el interior de cada elemento. Esta condi-
ción se cumple directamente al elegir funciones de forma Ni(x) de forma polinómica. 
• Derivabilidad. De lo anterior se desprende que las funciones de forma deben ser como 
mínimo derivables hasta el orden que exija la formulación del Principio del Trabajo 
Virtual empleado para resolver el equilibrio del elemento. 
• Continuidad entre elementos. La continuidad de los desplazamientos queda garantizada 
si , como se ha hecho hasta ahora, se usan funciones de forma con valor unitario en 
cada nodo y cero en los restantes, pues esto hace que se tenga siempre un solo valor de 
desplazamiento en cada nodo. Esta condición puede formularse matemáticamente como 
Igualmente, en algunos casos se hace necesario exigir que algunas deformaciones sean 
también continuas. Esto es equivalente a exigir que algunas derivadas de la función de 
forma sean continuas entre elementos. En general, se habla de continuidad de clase Cm a 
la que existe cuando las primeras m—1 derivadas de las funciones de forma son continuas. 
En el caso de las funciones de forma empleadas en este capítulo (ecuaciones 2.34), se 
da solamente una continuidad CQ, pues ninguna derivada es continua entre elementos. 
En efecto, basta que la longitud de elementos a tensión axial encadenados entre sí sea 
diferente para que las derivadas que aparecen en la ecuación (2.36) salten de elemento 
(2.55) 
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a elemento. Esta es la causa de que los elementos presenten deformaciones y, por tanto, 
tensiones constantes y que se den saltos entre sus valores, como se ha mostrado en el 
ejemplo 2.2. 
iVi N3 N 2 
3 i 2 
Figura 2.7: Elemento finito unidimensional de tres nodos. 
Esta deficiencia puede corregirse si se hace uso de funciones de forma polinómicas de 
orden superior, como la función parabólica que muestra la figura 2.7. Automáticamente, 
esto conduce a incluir más nodos dentro de cada elemento, para poder solucionar el 
sistema algebraico como el de la ecuación (2.31). Un tratamiento así se introducirá en 
el Capítulo 4 para elementos traingulares de elasticidad bidimensional. 
• Deformación asintótica constante. En el límite, cuando la malla sea tan fina que el 
tamaño de los elementos se aproxime a un infinitésimo, se tendrá una tendencia asintótica 
a un estado de deformación constante del elemento, independientemente de su número 
de nodos. 
• Movimiento de cuerpo rígido. Los elementos deben también satisfacer la condicion de 
movimiento de sólido rígido, que se expresa por el hecho de que si se aplican desplaza-
mientos iguales a los nodos del elemento, el desplazamiento interior en cualquier punto 
debe ser igual a ellos. Esta la condición expresa la indeformabilidad del cuerpo rígido. 
Matemáticamente, esto se expresa por el hecho de que en cualquier punto del elemento 
las funciones de forma deben cuma la unidad. En efecto, al aplicar desplazamientos 
iguales ü en ambos extremos del elemento en la ecuación (2.33) se obtiene 
u(a;) = iVjü + N2Ü = (N, + N2)Ü 
lo cual exige que, para todo x 
N1(X) + N2{X) = 1 (2.56) 
para que u(x) sea igual a ü. 
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Capítulo 3 
Nociones de teoría de la elasticidad 
3.1 Introducción 
Se dice que un cuerpo perfectamente elástico es aquel que recupera su forma después de retirar 
las fuerzas que actúan sobre él. Esta hipótesis se cumple con diferente grado de aproximación 
para la mayoría de materiales estructurales, si las fuerzas no superan un umbral definido. En 
caso contrario, se inducen en el cuerpo fenómenos de plasticidad. 
Por otra parte, la elasticidad puede ser de tipo lineal o no lineal, dependiendo si se cumple 
o no el principio de superposición, es decir, si hay proporcionalidad entre las tensiones y 
las deformaciones (o ley de Hooke). Algunos materiales elásticos no son lineales, como por 
ejemplo el caucho natural. Igualmente, algunos estados de deformación de materiales elásticos 
violan tal condición, al existir una dependencia entre las tensiones y las deformaciones. Un 
ejemplo clásico es el del estado de pandeo, en el que el momento flector adicional inducido por 
las fuerzas de compresión depende del valor del desplazamiento lateral. 
En este capítulo se examinará la teoría de cuerpos elásticos y lineales. En primer lugar se 
definen algunos conceptos relativos a las fuerzas externas e internas. Luego se introducen los 
vectores de tensiones y deformaciones para el caso estático. A continuación se define la ley 
de Hooke generalizada y los coeficientes de elasticidad o coeficientes de Lamé. Finalmente se 
expone el concepto de energía de'deformación y se extiende el principio del trabajo virtual al 
caso general de un infinitésimo en tres dimensiones examinado a lo largo del capítulo. 
3.2 Tensiones 
3.2.1 Fuerzas másicas y superficiales 
Consideremos el cuerpo mostrado en la figura 3.1. Sobre esta ilustración distinguiremos dos 
clases de fuerzas: másicas y superficiales. Las segundas se aplican sobre la superficie y pueden 
ser concentradas, que en la figura se denotan por p, o distribuidas, simbolizadas con la letra 
q. La forma de la distribución de estas últimas es arbitraria y puede depender de una, dos o 
tres dimensiones. Ejemplos de estas fuerzas son la presión hidrostática, el empuje de suelos, 
el contacto entre dos cuerpos, etc. 
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Figura 3.1: Fuerzas másicas y superficiales. 
Todo cuerpo siempre presenta una fuerza interna distribuida en el espacio, dada por el 
peso propio. Si el eje vertical se denota por z, esta fuerza bz apuntará en la dirección negativa 
del eje y, en general, su valor en cada punto dependerá de las coordenadas del mismo, ya 
que la densidad del cuerpo puede ser variable. Por tanto, se puede denotar, en general, por 
La fuerza de gravedad anterior es solamente un caso particular de las llamadas fuerzas 
músicas, denotadas por b en la figura. Otros ejemplos son las fuerzas que se generan por 
procesos de centrifugación, las fuerzas magnéticas y las fuerzas de inercia causadas por acele-
ración del cuerpo, que se examinan en el Capítulo 8. El nombre de estas fuerzas se deriva del 
hecho de que su valor depende estrechamente de la masa del cuerpo. 
Por efecto de las fuerzas anteriormente descoritas, se presentan en el cuerpo tensiones de 
dos tipos: normales y tangenciales. La figura 3.2 muestra un cubo elemental de dimensiones 
infinitesimales sobre el cual se encuentran aplicadas todas las componentes de las tensiones 
en tres dimensiones. Las tensiones normales se denotan con el símbolo a, mientras que las 
tangenciales con la letra T. De éstas, el primer subíndice indica el eje ortogonal a la cara sobre 
la cual se encuentran los vectores, mientras que el segundo indica la dirección de la tensión 
respectiva. En cuanto a los signos, una tensión normal es positiva cuando produce tracción 
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Figura 3.2: Tensiones en un cubo infinitesimal. 
y 
Tyz 
T~zy d y 
dz 
Tzy 
7, 
O . 
Tyz 
Figura 3.3: Equilibrio de tensiones tangenciales. 
y negativa cuando su efecto es compresivo. En el caso de tensiones tangenciales, la tensión 
es positiva si tanto la normal a la cara donde se encuentra aplicada así como el vector de 
la tensión en ella tienen direcciones positivas o negativas, a juzgar por la orientación de los 
ejes de coordenadas. De esta manera, todas las tensiones que aparecen en la figura 3.2 son 
positivas. 
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Figura 3.4: Equilibrio estático. 
En la figura 3.2 aparecen tres tensiones normales, a saber, crx ,ay ,a z y seis tangenciales, 
Txy,Txz,Tyx,TyZ,Tzx,TZy. Es fácil demostrar que estas últimas se reducen a tres tensiones 
solamente. De hecho, considérense las fuerzas de la figura 3.3 que representa una de las caras 
del cubo infinitesimal. Al plantear las ecuaciones de equilibrio sobre las fuerzas de la figura 
se pueden despreciar las fuerzas másicas, ya que son proporcionales al volumen del cuerpo, 
dxdydz, mientras que las fuerzas tangenciales lo son a dxdy, por lo que las fuerzas másicas 
son infinitésimos de un orden superior al de las fuerzas superficiales mostradas. Tomando 
momentos con respecto al origen de coordenadas se tiene 
iyz{dxdz)dy = rzy(dxdy)dz (3.1) 
donde los productos contenidos entre paréntesis indican el área de la cara sobre la cual se 
aplican las fuerzas. De aquí resulta que ryz = rz y . En general, 
1~xy = Tyxi TXZ — Tzx, TyZ = Tzy ( 3 . 2 ) 
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3.2.2 Ecuaciones de equilibrio 
Las tensiones introducidas en la sección anterior guardan entre sí varias relaciones de equilibrio 
que es necesario formular explícitamente, ya que son útiles para varias deducciones posteriores. 
Consideremos el cuerpo infinitesimal mostrado en la figura 3.4. Al aplicar las leyes de equilibrio 
en el sentido x se obtiene 
< , dax , \ , , , , / <9t, 
, c r x + ^ dx^jdydz - axdydz + (ryx + -j^-dy^dxdz 
dr.. 
-ryxdxdz + (tzx + -^-dz^dxdy - rzxdxdy 
+fx = 0 (3.3) 
donde fx es la componente en el sentido x de la resultante de las fuerzas externas y másicas. 
Al cancelar algunos términos y hacer un desarrollo similar para los ejes restantes, se llega a 
las siguientes expresiones: 
0(7 R (9T„t BTZT 
^ + + ^ + = 0 
dx dy dz 
d Txv da„ OT.,,, ±>L _) u. ^ ÍK f = q 
dx dy dz y 
0TT7 8Tíiz da 1 xz y z + + -IT- + fz = 0 (3-4) dx dy dz 
3.3 Deformaciones 
Consideremos un cuerpo con vínculos y apoyos suficientes tales que eviten su desplazamiento 
como cuerpo rígido. Esta condición, que, como es obvio, debe ser satisfecha por las estructuras 
civiles, obliga a que sólo sea posible un desplazamiento de un punto cualquiera del cuerpo si 
el mismo se deforma por acción de las cargas internas y externas. 
Una suposición adicional es la de que el cuerpo sólo sufre deformaciones pequeñas, ya que 
la suposición de grandes deformaciones nos alejaría de la hipótesis de linealidad que cobija a 
los sistemas estudiados en este texto. Denotemos por u, v y w las deformaciones del cuerpo en 
las direcciones x, y y z, respectivamente. La figura 3.5 muestra la posición deformada de las 
dos aristas de una de las caras del cubo infinitesimal mostrado en la figura 3.2. Es evidente 
que, si la longitud de la arista O A era inicialmente dx, después de la deformación es igual a 
du 
u + —da; (3.5) 
dx 
lo que indica que la deformación unitaria de la arista es 
e, = (3.6, 
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d y 
A' \%dx 
u + fx áx 
• X, u 
da; 
Figura 3.5: Deformaciones en un rectángulo infintesimal 
De igual forma 
dv 
dy 
dw 
d z 
(3.7) 
Ahora bien, tal como lo indica la figura 3.5, la forma inicial del cubo también se altera de 
manera angular. El movimiento vertical del punto A es 
dv 
v + —da: 
ox 
mientras que el movimiento horizontal del punto B es 
du 
u + Tpdy 
óy 
(3.8) 
(3.9) 
Esto indica que la deformación angular en el plano xy es la suma de las distorsiones angulares 
de las dos caras, es decir, 
du dv 
^xy dy dx 
(3.10) 
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Análogamente 
dw 
Ixz 
dv dw du 
dz dx ' ^yz dz dy (3-11) 
Para fines de cálculo por el método de los elementos finitos, conviene representar el conjunto 
completo de las seis deformaciones (tres longitudinales y tres angulares) en la forma matricial 
siguiente: 
Ox 
0 & 
0 
a_ 
dy 1 
dz 
V o 
o 
d_ 
dy 
0 
d_ 
dx 
0 
a_ 
dz — 
0\ 
o 
dz 
0 
d_ 
dl 
dy1 
(3-12) 
donde L es un operador diferencial definido de manera que el producto de sus elementos por 
u , D o w d a como resultado la derivada parcial correspondiente. 
3.4 Relaciones elásticas 
La ley de Hooke junto con la relación de Poisson proveen una manera simple de relacionar las 
tensiones y las deformaciones expuestas anteriormente. En efecto, bajo la acción única de la 
tensión ax, la deformación unitaria en la dirección x es 
Cx = ^ (3.13) 
mientras que las deformaciones causadas en las direcciones y y z son 
ax &X /„ 
H = - f €z = ~V1¡ (3"14) 
donde E y u son los coeficientes de elasticidad (o de Young) y de Poisson, respectivamente. En 
vista de que la ley de Hooke establece una proporcionalidad entre esfuerzos y deformaciones 
(tal como la existente en las ecuaciones 3.13 y 3.14), resulta posible aplicar el principio de 
superposición para obtener el efecto conjunto de las tensiones <7
x
,a
y
 y a
z
. En consecuencia, 
se tiene 
ex = jj¡[ox ~ + <*z)] 
eV = -jjfav ~ "(vx+Oz)} 
ez = - u(ax + oy)] (3.15) 
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Figura 3.6: Deformaciones tangenciales. 
La deducción del valor de las deformaciones tangenciales como función de las tensiones 
puede realizarse a partir de un estado de tensión tangencial pura, como el que muestra la 
figura 3.6. En efecto, si \az\ = \ay\ y ax = 0, en las caras del elemento abcd, inclinado 7T/4 
radianes con respecto a la horizontal, sólo se presentan esfuerzos cortantes r , cuyo valor se 
puede obtener planteando el equilibrio de fuerzas en el elemento obc: 
7T . 7T 
azA eos — — oyA sin — = 0 
A • ^ . ^ TA azA sin — + av A eos — = 0 4 y 4 eos f 
donde A es el área de las caras verticales. De aquí se obtiene que 
! / r = ^Z+Oy) = CTy 
Por causa de estos esfuerzos tangenciales, el elemento obc sufre una distorsión angular igual a 
7/2, ya que 7 corresponde al elemento completo. En consecuencia, se tiene que 
££ - t a ñ í - - 1 } - l + t y 
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Para valores pequeños de 7 resulta válida la siguiente aproximación: 
/ 7T 7 \ 1 
tañí ) = -
v4 2) 1 
Como o x — 0 y a y — —az, tenemos que 
tan | - tan 2 1 - 2 
+ tan | tan | ~ l + 1 
1 r 1 í 1 + v ) °z ez = ñl<7z ~ VOv] = El E 
Análogamente, 
(1 + v)ay 
E 
De esta manera se llega a que 
7 = 
2(1 + u)r 
E 
o bien 
7 = G 
donde G es es llamado módulo de rigidez. En el caso general en tres dimensiones se tiene 
1 xy 
^xy ~G 
7XZ — 
7yz 
G 
Tyz 
G 
Estas ecuaciones pueden presentarse de manera matricial de la siguiente forma: 
(3.16) 
fex\ f 1 —v —v 0 0 0 (Gx\ ey —v 1 — v 0 0 0 Oy 
1 —v — V 1 0 0 0 Cz 
7xy ~ E 0 0 0 2(l + i/) 0 0 T~xy 
Ixz 0 0 0 0 2(l + i/) 0 1~xz 
\Yyz) ^ 0 0 0 0 0 2(1 + \ w 
e c 1 <T 
(3.17) 
donde C es la matriz constitutiva elástica definida por la relación inversa de la anterior: 
55 
/ (Jx \ n — V V V 0 0 0 \ (€x\ 
ay V 1 -V V 0 0 0 
crz E V V 1 - V 0 0 0 «z 
TXy (1 + u){l - 2u) 0 0 0 l-2i/ 2 0 0 7 xy 
Txz 0 0 0 0 \-1v 2 0 Ixz 
\Tyz) \ 0 0 0 0 0 
1-2v , 
2 / VíyzJ 
(3.18) 
Esta relación inversa entre tensiones y deformaciones puede obtenerse a partir de la dilatación 
cúbica, definida por 
e = e* + ey + ez 
y de la suma de esfuerzos normales 
(3.19) 
T, = a x + a y + az 
En efecto, al sumar las ecuaciones (3.15) se llega a que 
1 -
£ = 
E 
(3.20) 
(3.21) 
Despejando sucesivamente o x , o y y a z de las ecuaciones (3.15) y teniendo en cuenta que 
+ o"z = £ — o x , etc., se llega a las siguientes relaciones: 
ax = Ae + 2 Gex 
Gy = Ae + 2 Gey 
az = Ae + 2 Gez (3.22) 
donde 
A = (3.23) 
(1 + i/)(l -2 i/) 
Las constantes A y G se conocen como constantes de Lamé. Por otra parte, de (3.16), 
T~xy — G^)xy 
TXz — G"fxz 
Tyz = G~/yz (3.24) 
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axdydz 
(a) (b) 
Figura 3.7: Energía de deformación 
3.5 Consideraciones energéticas 
En esta sección expondremos dos principios generales ampliamente usados para la deducción 
de ecuaciones del método de elementos finitos, los cuales hacen uso de los conceptos de trabajo 
y energía. Por ello se hace necesaria una breve introducción a estos conceptos, después de la 
cual se deducirá la expresión de los mencionados principios. 
3.5.1 Energía de deformación 
En la figura 3.7(a) aparece un cubo infinitesimal sometido a la acción de una única tensión 
normal ax. La fuerza aplicada sobre la cara de área dydz es igual a axdydz y el estiramiento 
total es exáx. Por tanto, el trabajo realizado por esta fuerza, bajo la hipótesis de la ley de 
Hooke, se expresa en la figura 3.7(b) por el área sombreada, de valor 
dU = ^axexdxdydz (3.25) 
Si se admite que estas fuerzas no producen calor al causar la deformación del cuerpo, este 
trabajo se almacena totalmente en forma de energía potencial (también llamada energía de 
deformación). En general, si en el cuerpo infinitesimal hacen presencia todas las tensiones 
definidas anteriormente, la energía total consistirá en la suma de todas las contribuciones del 
tipo expresado por la ecuación (3.25), es decir, 
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Figura 3.8: Desplazamientos virtuales. 
dU = U0 áxáyáz 
= ^ (oxex + cryey + azez + rxyyxy + Txz-yxz + ryzáxáyáz (3.26) 
3.5.2 Principio del trabajo virtual 
Antes de concluir este capítulo, es conveniente presentar la forma general que asume este 
principio, que fue introducido en el Capítulo 1. Como se recordará, el principio establece que 
el trabajo realizado por las fuerzas externas a través de un desplazamiento virtual equivale al 
de las fuerzas internas a través de las deformaciones virtuales asociadas al mismo. Supongamos 
que al cuerpo de la figura 3.8 se le imprime un desplazamiento virtual que varía con las variable 
independientes x, y, z, esto es, 
/Su(x,y, z)\ 
8D{x,y,z)=\8v{x,y,z)\ (3.27) 
\Sw(x,y,z)J 
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Esta función toma valores especiales en la parte de la superficie del cuerpo que se encuentra 
cargada con fuerzas distribuidas, S, denotados por 6D(x,y,z), 
y valores 
'Su(x,y,zY 
6D(x,y,z) = ( Sv(x, y, z) 
KSw(x,y,z)/ s 
/Su(x, y, z) 
5dj = I Sv{x,y,z) 
(3.28) 
(3.29) 
en los puntos Pj de aplicación de las fuerzas py Las fuerzas asociadas a los desplazamientos 
6D(x,y, z), SD(x,y, z) y Sdj son, respectivamente, las fuerzas másicas 
/bx(x,y,z)\ 
b{x,y,z) = by(x,y, z) I , (3.30) 
\bz(x,y,z)J 
las fuerzas repartidas sobre la superficie S 
(qx(x,y,z)\ 
q(x,y,z) = í qy(x, y, z) , (3.31) 
\<lz(x,y,z)J 
y las fuerzas concentradas en los diversos puntos Pj: 
Pj= \Pi,y{x,y,z)\ (3-32) 
Como el trabajo es una cantidad escalar, el trabajo de un vector de fuerzas a a través de 
un vector de desplazamientos b es igual al producto escalar de los dos vectores. Si estos son 
vectores columna, como son los vectores anteriores, entonces el trabajo es 
w = ü i b i = ••• b n ) 
¿=1 
íaA 
\anJ 
= bTa (3.33) 
Esto indica que, para el cuerpo infinitesimal mostrado en la figura 3.2, el segundo de estos 
trabajos virtuales es 
SeTadV (3.34) 
donde Se es el vector de deformaciones virtuales y <r el vector de tensiones, definido en la 
ecuación (3.17). Para un cuerpo cualquiera, como el que muestra la figura 3.1, el trabajo 
virtual total de las fuerzas internas se obtiene integrando sobre su volumen total V: 
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J SeT(rdV (3.35) 
v 
Consideremos ahora el trabajo realizado por las fuerzas externas, que son tanto las de tipo 
superficial como las másicas. El trabajo virtual de las J fuerzas concentradas es 
J 
J ^ ó d J P ] (3.36) 
3=1 
El trabajo virtual de las fuerzas distribuidas es 
J ÓD(x,y,z)Tq(x,y,z)dS (3.37) 
s 
Finalmente, en lo que respecta a las fuerzas másicas, distribuidas en todo el volumen del 
cuerpo, su trabajo total virtual es 
J 5D{x,y,z)Tb(x,y,z)dV (3.38) 
v 
Por tanto, la expresión que toma el principio del trabajo virtual es 
J óeTcrdV = J2Sd]Pj + J SD(x,y,z)Tq(x,y,z)dS 
7=1 s 
j 5D{x,y,z)Tb(x,y,z)dV (3.39) 
y J-L s 
+ 
V 
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Capítulo 4 
Tensión y deformación planas 
4.1 Definiciones 
Se dice que un cuerpo se encuentra en estado de tensión plana cuando se cumplen los dos 
requisitos siguientes: 
1. El espesor del cuerpo es pequeño en comparación con las dimensiones restantes. 
2. Las cargas externas actúan sobre su plano medio, el cual es ortogonal al eje sobre el cual 
se mide el espesor. 
Estas condiciones quedan satisfechas por cuerpos tales como vigas de gran canto (común-
mente llamadas vigas pared, como la que muestra la figura 4.1), para las cuales no resulta 
adecuada la hipótesis simplificadora de la teoría elemental de flexión, según la cual las secci-
ones planas planas permanecen planas después de la flexión. Esto se debe a que en ellas el 
efecto de las tensiones de corte no es despreciable. 
"-t^Por otra parte, el estado de deformación plana corresponde a un caso en cierta medida 
opuesto al anterior, es decir, a aquél en el que el espesor es mucho mayor que las dimensiones 
restantes de la estructura, sin que varíe la forma seccional. Además, se debe cumplir que las 
cargas se encuentren repartidas de manera uniforme sobre el eje paralelo al espesor, de suerte 
que el análisis de una sección de espesor unitario refleje adecuadamente el comportamiento de 
toda la estructura. Por tanto, el análisis de una sección de espesor unitario refleja fielmente 
el estado de tensiones y deformaciones de toda la estructura. Estas condiciones $e dan, por 
ejemplo, en una presa de gravedad como la que muestra la figura 4.2. 
Si la dirección del eje paralelo al espesor del cuerpo es 2, de acuerdo a las ecuaciones 
fundamentales expuestas en el capítulo 2, ambos estados pueden ser caracterizados por 
Ixz = lyz = 0 (4.1) 
debido a que sólo hay cargas en el plano (x,y). Por otra parte, en el caso de deformación 
plana la deformación ez se toma como nula, dado que se supone que en ambos extremos de 
la estructura sobre el eje 2 hay restricciones a la deformación. En el caso de tensión plana, 
61 
Figura 4.1: Estado de tensión plana. 
Figura 4.2: Estado de deformación plana. 
por contra, la suposición de que no hay cargas en las caras del cuerpo normales al eje z 
implica que oz = 0. En consecuencia, ambos estados se pueden caracterizar por el conjunto 
de deformaciones 
y por el conjunto de tensiones 
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a = (4.3) 
De acuerdo con la ecuación fundamental (4.1) que define a ambos estados, las relaciones 
elásticas entre tensiones y deformaciones resultan ser las siguientes: 
1. Tensión plana. Como en este caso se tiene que az = 0, las relaciones generales tridimen-
sionales para el caso isotrópico (3.17) se reducen a 
€ x = E ^ x ~ UCTy 
l r 
ey = -jjjíVy - uax 
7xy — 
2(lJ-i/)_ 
E ixy 
(4.4) 
Resolviendo el sistema anterior para a x , a.^ y rx y resulta la siguiente ecuación matricial 
0 \ 
/ \ 
(4.5) 
La deformación en z se puede obtener a partir de 
ez = + av\ 
2. Deformación plana. En este caso ez = 0 y por tanto 
(4.6) 
el/ = -jj\av ~ v{°x + crz)] 
ez = 0 = ^[az - v{ax + ay)] 
Ixy 
2(1 + u ) 
E xy 
De la tercera de las ecuaciones anteriores se deduce que 
(4.7) 
C-2 = v{Ox + °y) (4.8) 
por lo cual el resultado final es 
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1 — V V 
\ i (l+¡y)(l-2f) (l+i/)(l—2f) 
°v I = E I (i+¡/)(i—2f) (i+¡/)(i—2ÍV) 0 ( 4 - 9 ) 
o o 
En las ecuaciones anteriores C es la matriz constitutiva de elasticidad bidimensional 
isotrópica. La matriz correspondiente a los casos ortotrópico y anisotrópico puede en-
contrarse en textos de Teoría de la Elasticidad. 
Por medio del método de los elementos finitos se pueden hallar valores suficientemente 
aproximados de los desplazamientos de la estructura, así como de las tensiones crx,ay y r x y 
en diferentes puntos de la estructura. Una vez halladas, resulta posible calcular las tensiones 
principales en cada punto, haciendo uso de las ecuaciones clásicas de la Resistencia de Mate-
riales: 
+
 (4.10) 
Tmax = _ 
El ángulo que forman con el eje a; está dado por 
6 = 1 : tan^1 (—"—OM.—"j 
2 V 
Estas ecuaciones, como se sabe, pueden representarse gráficamente por medio del círculo de 
Mohr. Para ello se adopta usualmente una convención de signos diferente a la adoptada en el 
capítulo anterior relativa a las tensiones tangenciales, con el fin de facilitar la interpretación 
de la orientación de las tensiones principales, tal como se verá a continuación . Así, para 
el trazado del círculo se supone positiva una tensión tangencial en el plano que cause una 
rotación en sentido horario del elemento. Por tanto, el círculo de Mohr correspondiente al 
estado de tensiones mostrado en la figura 4.3(a) es el que aparece en la figura 4.3(b). En él 
puede verse que la tensión rx y se ha representado como negativa, mientras que la tensión ry x 
es positiva y de igual valor, de acuerdo a lo consignado en el capítulo anterior. En la figura 
4.3(b) se tiene 
OB = OC - CB — ^  - + Txy = 
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Figura 4.3: Tensiones principales y círculo de Mohr. 
Q X'X TXy 
t â n ( j = CT = (ax-ay)/2 
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por lo que (3 = 20. Esto indica que la dirección de la tensión principal a1 se obtiene girando 
desde el eje x un ángulo 6 - en el mismo sentido en que hay que girar desde el plano CX hasta 
el plano CA, ya que el punto X representa justamente el estado de tensiones correspondiente 
al eje x en la figura 4.3(a). La figura 4.3(c) muestra la orientación de las tensiones principales. 
Finalmente, es necesario introducir un criterio para definir si el material se encuentra 
cercano o no al estado de cedencia en los diferentes puntos de la estructura. Obsérvese que en 
el caso unidimensional dicho estado se define de manera inequívoca por medio de una tensión, 
mientras que en los casos bi- y tri-dimensional esto no es posible, ya que se tienen varias 
tensiones actuando de manera simultánea. Por esta razón, en la Teoría de la Plasticidad se 
han desarrollado varios criterios para definir el inicio de la plastificación en tales situaciones. 
Uno de ellos es el de von Mises, que para el caso de tensión y deformación planas toma la 
forma 
= JSEEfíE (4.11) 
De esta suerte, el material se considera que permanece elástico (es decir, que su forma original 
es recuperable al retirar la carga) si la tensión de von Mises a m no supera la tensión de cedencia 
a c del material. 
El uso de estas ecuaciones y su significado se ilustrará más adelante en los ejemplos. 
4.2 Elemento triangular de deformación constante 
v3 
Figura 4.4: Elemento triangular de tres nodos. 
Consideremos un elemento finito triangular como el mostrado en la figura 4.4. La nu-
meración de los nodos i , 2,3 corresponde al sistema local, mientras que en el sistema global 
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los nodos se identificarán por números enteros cualesquiera. Los desplazamientos en los sen-
tidos x e y se pueden interpolar en función de los desplazamientos nodales it¿ y Vi,p = 1, 2, 3 
en la forma usual 
u(x.y) — Ari v/. i + N'¿ii'¿ + iV;ií/.í 
v(x, y) = Nivi + N2v2 + N3v3 (4.12) 
donde las funciones de forma N = N(x,y) deben ser tales que sean iguales a 1 en el nodo 
respectivo y 0 en los restantes. Normalmente, la dependencia de estas funciones de las co-
ordenadas x e y se omite en aras de la simplicidad de la notación. Puede verse que se han 
asignado las mismas funciones para los desplazamientos u y v aunque, en principio, podrían 
ser diferentes si el problema así lo exige. La ecuación anterior puede plantearse de forma 
matricial como 
u(x,y) 
v(x,y) 
D(x,y) 
N2 
0 
o 
N2 
N 
fui\ 
vi 
f 2 
(4.13) 
Para facilidad en la deducción de las matrices de rigidez y fuerzas equivalentes, es conveniente 
(e) 
escribir la matriz de funciones de forma N y el vector de deplazamientos nodales d como 
N = [Ni N 2 N3] 
d M = ( d i | (4.14) 
w 
de acuerdo a las particiones indicadas en la ecuación anterior. Como las funciones de forma 
dependen de las coordenadas x e y, se pueden plantear las siguientes relaciones: 
u(x, y) = a i + OL2X + A3y 
v(x,y) = qí4 + a^x + a<¡y (4.15) 
De acuerdo con esta formulación, los deplazamientos nodales UÍ pueden ser escritos igualmente 
en la forma 
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u\ = ai + + a^yi 
u2 = a i + a2x 2 + a3j/2 
= « 1 + " 2 ^ 3 + «32/3 (4.16) 
Ecuaciones semejantes vinculan los déplazamientos v¿ con las coordenadas nodales. Al resolver 
el sistema de ecuaciones anterior con respecto a las variables a¿, reemplazar los resultados en 
(4.15) y comparar con la ecuación (4.12) se llega a que 
Ni = 
1 
2A 
di + b{X + Ciy (4.17) 
con 
a¿ = xjyk - xkyj 
bi = yj - yk (4.18) 
C¿ XFC XJ 
para i,j, k = 1, 2, 3. Esto indica que los sub-índices toman cíclicamente los valores 1,2,3 como 
muestra el diagrama siguiente: 
En consecuencia, 
a\ = x2ys ~ x3y2 a2 = x3yi - xxy3 a3 = xxy2 - x2yi 
b\ = y-¿ -2/3 b2 = y3~ 2/i h = 2/1 ~ 2/2 (4.19) 
ci = x3 - x2 c2 = xi - x3 c3 = x2 - X\ 
En la figura 4.5 se encuentra la representación de las funciones de forma del elemento triangular 
de tres nodos. La matriz de deformación correspondiente a las funciones de forma adoptadas 
se obtiene fácilmente: 
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0 b2 0 bz 
1 
2 A 0 Cl 0 C2 0 C3 ( 4 . 2 0 ) 
\ c i bi c 2 b2 C3 b j 
Esta matriz relaciona las deformaciones e definidos en la ecuación (4.2) con los desplazamientos 
nodales d de la forma usual: 
e = Bd(e) (4.21) 
El hecho de que los elementos de la matriz B no dependan de a; ni de y implica que las 
deformaciones contenidas en el vector e son constantes, lo que da el nombre al elemento. 
Figura 4.5: Funciones de forma del elemento triangular de tres nodos. 
Consideremos el estado de fuerzas y tensiones existente en el elemento triangular de la 
figura 4.6, el cual tiene un espesor constante t. En él se encuentran aplicadas las siguientes 
fuerzas: fuerzas másicas concentradas en el centro de gravedad del elemento b = \bx by}T: 
fuerzas repartidas en el contorno q = [qx qy]T y fuerzas de equilibrio, concentradas en cada 
nodo, Ui y V¿, entre las que se incluyen las fuerzas exteriores aplicadas allí. Sobre este 
elemento apliquemos un vector de deformaciones virtuales 5e al que corresponderá un vector 
de desplazamientos virtuales SD en el elemento, un vector de desplazamientos virtuales ÓD 
en su contorno y desplazamientos virtuales SUÍ, SVÍ causados por las fuerzas de equilibrio Ui y 
Vi. Aplicando el Principio de Trabajos Virtuales se tiene 
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V3 
Figura 4.6: Fuerzas en el elemento triangular. 
t j SeT crdA = t í SD(x, y)T6cL4 + ¿ t l 
A A m=\ 
n 
( m ) T ( m ) 
ÒD q ds 
( m ) ^ 
i=l i=1 
donde el símbolo f indica una integral sobre el lado r de longitud /(m), m 
variable ciue lo recorre. La ecuación anterior se puede escribir en la forma 
t J SeTadA = t J SD(x,y)TbdA+ ¿ t SD^ qm) ds 
con 
(e)T 
Sd = [Jifi Svi Su2 Sv2 Su3 ¿^3] 
fp = [C/i Vi u2 V2 u3 f3]t 
Como 
D{x,y) = NdM 
el vector de deformaciones se convierte en 
e = Bd 
(4.22) 
1,2,3 y s la 
(4.23) 
(4.24) 
(4.25) 
(4.26) 
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Esto conduce a que la interpolación de los desplazamientos y deformaciones virtuales SD(x, y), 
- ( m ) 
SD y óe(x, y) puede plantearse en la forma siguiente: 
SD(x,y)T = 5d(e)TNT 
- ( m ) T ( e l T rp 
SD = Sd NT\m 
Se(x,y)T = ód(e)TBr (4.27) 
donde iV|m significa que las funciones iV¿ se evalúan en el lado (m). Los trabajos virtuales 
restantes en la ecuación (4.23) pueden obtenerse de la manera usual por medio de las funciones 
de forma N . Reemplazando (4.27) en (4.23) se llega a que 
8d(e)T t j B t CBdA • d(e) - t J NrbdA 
A A 
Ti ("*) i r(e) iv 1 ~ * 
(m) 
n „ 
m-1 J l 
7Y7*T I A N \mq ds - fp = 0 (4.28) 
Si se considera que los desplazamientos virtuales Sd son arbitrarios y se sustituye las ecua-
ciones (4.5) y (4.26) en la ecuación anterior, se llega al siguiente resultado final: 
k(e)d(e) = / (e) (4.29) 
donde 
k(e) = t J J BT CBdxdy (4.30) 
es la matriz de rigidez del elemento. Como las matrices bajo el integrando son todas constantes, 
el resultado es 
k(e) = BTCBtA (4.31) 
cuya expresión final depende del estado de tensión de la estructura. Por su parte 
f ( e ) = f í e ) + / r + f P (4.32) 
es el vector de fuerzas aplicadas, el cual está compuesto por 
fíe) = t j J NTbdxdy (4.33) 
n 
—, JL 
/ r = E / r = E í L i v T ^ d , (4.34) 
m=1 m 
y las fuerzas concentradas fp (ecuación 4.24). 
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Dado que las fuerzas de contorno se encuentran definidas con respecto a la coordenada 
perimetral se requieren tratar de forma diferente las funciones de interpolación en el cálculo de 
las integrales requeridas. Para esto basta expresar las coordenadas x e y en forma paramétrica 
con respecto a la coordenada s que recorre el elemento. Esto se aclara mejor por medio de un 
ejemplo. 
( 1 - 3 1 
s z 
<I 1 / 
1 m 
1 m 
1 m 
Figura 4.7: Ejemplo 4.1 - Descripción geométrica. 
Ejemplo 4.1 La figura 4.7 muestra un elemento finito triangular de tres nodos de espesor t 
sometido a una fuerza horizontal repartida sobre el lado (1 — 3). La coordenada s, que recorre 
dicho lado, toma los valores si = 0 y S3 = s/2 m, como se infiere de la figura. Las fuerzas 
nodales equivalentes a esta carga están dadas por 
ÍNX 0 \ 
0 NI 
0 0 
0 0 
N3 0 
\ 0 N:J 
( 1 - 3 ) 
Qx ds 
( 1 - 3 ) 
donde se hace notar el valor nulo de la funciones de forma relacionadas con el nodo 2 en el 
lado (1 — 3). Al realizar el producto indicado se obtiene 
f < r = i i JK l( 1-3) 
0 
0 
o 
0 
( 1 - 3 ) 
d a 
La variación de la fuerza distribuida con respecto a la coordenada y vale 
Qx ó\y) = Q(1~y) 
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Puesto que x = seos45 e y = s sin 45, la expresión de la fuerza distribuida en función de la 
coordenada s es 
Qx 3\s) = <7(1 - s sin 45) 
mientras que las funciones de forma de los nodos 1 y 3 son 
Ni i 2 A 
1 
2 A 
ai + biX + Ciy 
,¿ = 1,3 
De acuerdo con la figura 4.7 a\ = 2, b\ = c\ = —1. En consecuencia, la primera de las 
integrales implicadas en el cálculo de las fuerzas nodales equivalentes vale 
/ Ni1x 3 )ds = IK1-3) 
puesto que A = 1. Análogamente, 
rsa 
A, 2 l 
2 - 2 q( 1 — s sin45)ds = 
3 ^ 2 
»r (1-3) , 1 q 
Nzqx ds = - — = /(1-3) 3 V2 
como puede comprobarse fácilmente. Esto indica que, para este elemento, el vector de fuerzas 
nodales equivalentes a la fuerza distribuida es 
/ 2 \ 
0 
= _tq_ 0 
T q 3^2 0 
1 
\0/ 
Estas fuerzas son estáticamente equivalentes a la fuerza aplicada, ya que el valor total de ésta 
es q x %/2/2 = q¡\¡2, que es igual a la suma de las dos fuerzas concentradas en los nodos 1 y 
3. 
Una vez obtenidas las matrices de todos los elementos, el proceso de ensamblaje de las 
matrices globales k* y f* se realiza de manera idéntica a lo explicado en el capítulo 2. Los pasos 
para la resolución del problema se comprenden mejor por medio de los siguientes ejemplos. 
Ejemplo 4.2 La figura 4.8 muestra una viga alta de largo 2 m, altura 1 m y espesor 0.25 m 
sometida a una fuerza repartida de valor 400 kN/m2. El módulo de elasticidad es 2 x 107N/m2 
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Figura 4.8: Ejemplo 4.2. (a), (6): Geometría, (c): Modelo de elementos finitos. 
y el módulo de Poisson es 0.2. Utilizando dos elementos finitos como muestra la figura, calcular 
las deformaciones en el extremo (nodos 3 y 4) y las tensiones en los elementos. 
De acuerdo con esta información el problema es de tensión plana. La matriz C es por 
tanto 
E 
J — V¿ V 
0 
Sustituyendo los datos se obtiene 
l-l/2 i 
T^T1 
0 
0 
0 
1 
2(1+1') 
(4.35) 
C = 
2 x 10 
0.96 
(4.36) 
Las matrices de funciones de forma y de deformación requieren el cálculo de las siguientes 
constantes: 
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Ct¿ — XjVk %kVj 
t>i = yj - Vk (4.37) 
Cí Xj¿ Xj 
tal como se indicó anteriormente. La tabla 4.1 muestra los valores de las coordenadas nodales 
en cada elemento. En ella, la numeración de los nodos utilizada es la local. De acuerdo con 
esta tabla, los valores de las constantes a¿, bi y c¿ son los que aparecen en la tabla 4.2. 
Tabla 4.1: Ejemplo 4.2 - Coordenadas de los nodos 
Elemento 1 Xi Vi 
1 0 0 
2 2 1 
3 0 1 
Elemento 2 Xi Vi 
1 0 0 
2 2 0 
3 2 1 
Vector de fuerzas 
Deduciremos en primer lugar la expresión del vector de fuerzas. Como sólo hay una fuerza 
repartida aplicada sobre el lado superior del elemento 1, basta con aplicar la ecuación (4.34) 
en la forma que ya se ha explicado. En este caso el único lado cargado es el 2 — 3 del elemento 
1, en el cual la función de forma Ni es igual a cero. Por otra parte, las funciones N2 y ÍV3 
deben ser evaluadas para y = 1. Como, en general, 
Ni 
J 
2A ai + bix + c¿y i = 1 ,2 ,3 
utilizando los datos de la tabla 4.2 se tiene 
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Tabla 4.2: Valores de las constantes aj,&7; y c¿ 
Elemento 1 di Ci 
i 2 0 -2 
2 0 1 0 
3 0 -1 2 
Elemento 2 a¿ bi Ci 
i 2 -1 0 
2 0 1 -2 
3 0 0 2 
N2 = 0.5a;, N3 = -0.5a; + 1 
Por su parte, el vector q es 
<7 = 
0 
- 4 0 0 
Reemplazando estas expresiones en la expresión general de las funciones de forma 
N = ( N l 0 N2 0 N3 0 
\ 0 Ni : 0 N2 : 0 N:i/ 
y sustituyendo en la ecuación de las fuerzas de contorno, se llega a que 
/0 ( 1 ) = 0.25 x 
Jo 
/ 0 0 \ 
0 0 
0.5a; 0 
0 0.5a; 
-0.5a; + 1 0 
V 0 -0.5a; + 1/ 
° ^ da; - 4 0 0 J a 
7G 
donde no se ha hecho uso de la coordenada genérica s dado que la integración se realiza sólo 
sobre la variable x. Simplificando, se obtiene que 
m = í Jo 
El resultado de esta integral es 
( i ) 
0 
0 
0 
-50® 
0 
\50a; - 100/ 
( 0 \ 
0 
o 
- 1 0 0 
o 
V—íoo/ 
áx 
Como no hay fuerzas adicionales a ésta más que las reacciones en los nodos 1 y 2, el vector 
de fuerzas totales en coordenadas globales, previamente a la aplicación de las condiciones de 
contorno, vale 
r = 
í h x \ ( n X \ 
fly riy 
Í2x r2x 
hy r2y - 100 
f i x 0 
hy - 1 0 0 
f i x 0 
\hy) V 0 / 
que corresponde a un vector de deformaciones en coordenadas globales dado por 
(ui\ 
vi 
U2 
V2 
U3 
V3 
1¿4 
w 
d* = 
Deduciremos a continuación las expresiones de las matrices de rigidez de los elementos 
k , la matriz de rigidez global k* y la matriz de rigidez para el cálculo, k, obtenida de k* 
después de considerar las condiciones de contorno. 
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Matrices de rigidez elementales 
Elemento 1: La ecuación básica en este paso es 
kie) = t j J Bt CBdxdy 
donde 
0 b'2 0 b3 
0 Cl 0 C2 0 C3 
Kci h C2 b2 C3 b3J 
B = — 
2A 
De acuerdo a la tabla 4.1, la matriz de deformación para este elemento vale 
-1 
B = 
1 0 0 1 0 
0 - 2 0 0 0 
,—2 0 0 1 2 
Por tanto, el producto CB es igual a 
2 x 107 1 
2 X 0.96 
y por ende 
k w _ x0.25 x 107 
1.92 
/ 1.6 
0 
0 
4 
0 - 0 . 4 
- 0 . 8 0 
0 
- 0 . 4 
1 
0 
- 0 . 8 
0 
0 
0.4 
- 1 . 6 0.8 
0.4 - 4 
- 1 . 6 
V 0.8 
0.4 
- 4 
- 1 0 .8 
0.4 - 0 . 4 
- 1 
0.8 
2.6 
- 1 . 2 
De acuerdo a la partición indicada, esta matriz tiene la forma 
i = 1 
/ 
(i) 0.25 x 107 
( k 
k 
1.92 
(i) 
il 
* ( 1 ) K2i 
2 = 3 3 = 2 
, ( i ) 
12 
(i) 
22 
( i ) 
.32 
13 
( i ) 
23 
k W 33 
0.4 
- 0 . 4 
- 1 . 2 
4.4 / 
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donde en el borde superior se indican las correspondencias entre las coordenadas locales y 
globales, respectivamente, con miras al ensamblaje de la matriz de rigidez de la estructura k*. 
Esto indica que esta matriz, en coordenadas globales tiene la forma 
íkW fe(1) K1Z k(1) 12 o \ 
0.25 x 107 k 3 1 kW kW 32 0 
1.92 fc(1) ^ 2 1 k23 kW K22 0 
V 0 0 0 0 / 
es decir, 
/ 1.6 0 - 1 . 6 0.8 0 - 0 . 8 0 0\ 
0 4 0.4 - 4 - 0 . 4 0 0 0 
- 1 . 6 0.4 2.6 - 1 . 2 - 1 0.8 0 0 
0.25 x 107 0.8 - 4 - 1 . 2 4.4 0.4 - 0 . 4 0 0 
1.92 0 - 0 . 4 - 1 0.4 1 0 0 0 
- 0 . 8 0 0.8 - 0 . 4 0 0.4 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
V o 0 0 0 . 0 0 0 0/ 
Elemento 2: En este caso, 
Procediendo de manera similar a lo hecho anteriormente, se llega fácilmente a la siguiente 
expresión de la matriz del elemento: 
/ 
, (2) 0.25 x 107 k = 
1.92 
1 
0 
- 1 
0.4 
0 
0.4 
0.8 
- 0 . 4 
- 1 0.4 
0.8 - 0 . 4 
2.6 
- 1 . 2 
- 1 . 2 
4.4 
0 - 0 . 4 
- 0 . 8 0 
- 1 . 6 0.4 
0.8 - 4 
0 - 0 . 8 : - 1 . 6 0.8 : 1.6 0 
V-0.4 0 :' 0.4 - 4 : 0 4 / 
La partición de esta matriz, con la correspondencia con las coordenadas globales, es 
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1 = 1 
k{2) = 
0.25 x IO7 
L92 k 
\ k 
(2) 
ni 
(2) 
21 
(2) 
31 
lo que implica que 
— 
0.25 x 10 
L92~ 
7 
«11 
0 
k w 
(2) 
\^21 
es decir, 
kn — 
0.25 x 10 
L92~ 
7 
/ 1 
0 
0 
0 
0 
- 0 . 4 
- 1 
\ 0.4 
0 
0 
0 
0 
0 0 
0.4 
0 
0 0 0 
- 0 . 8 0 0 
0 0 0 
0.8 0 0 
- 0 . 4 0 0 
2 = 4 3 = 3 
k 1 2 
: k{2) \ k 1 3 
kl2) k22 : km k23 
k(2) K32 
, (2) 
: « 3 3 / 
k 1 3 
0 0 
k{2) k 3 3 
k 2 3 
k(2) « 3 2 
k(2)J « 2 2 / 
0 - 0 . 4 - 1 0.4 \ 
- 0 . 8 0 0.8 - 0 . 4 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
1.6 0 - 1 . 6 0.8 
0 4 0.4 - 4 
- 1 . 6 0.4 2.6 - 1 . 2 
0.8 - 4 - 1 . 2 4.4 
Matriz de rigidez global y desplazamientos 
La matriz de rigidez global de la estructura es, en este caso, 
/i! — ~  
De acuerdo con los resultados anteriores, su valor es 
k* = 1.3021 x 106 
/ 2.6 0 - 1 . 6 0.8 0 - 1 . 2 - 1 0.4 \ 
0 4.4 0.4 - 4 - 1 . 2 0 0.8 - 0 . 4 
- 1 . 6 0.4 2.6 - 1 . 2 - 1 0.8 0 0 
0.8 - 4 - 1 . 2 4.4 0.4 - 0 . 4 0 0 
0 - 1 . 2 - 1 0.4 2.6 0 - 1 . 6 0.8 
- 1 . 2 0 0.8 - 0 . 4 0 4.4 0.4 - 4 
- 1 0.8 0 0 - 1 . 6 0.4 2.6 - 1 . 2 
^ 0.4 - 0 . 4 0 0 0.8 - 4 - 1 . 2 4.4 ) 
La condiciones de contorno son u\ = vi = u2 = v2 = 0. Para aplicarlas, basta suprimir las 
líneas correspondientes en el vector f* y en la matriz k*. Así se llega a la ecuación final 
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kd = f 
donde 
k = 1.3021 x 10b 
( 2.6 0 - 1 . 6 0.8 ^ 
0 4.4 0.4 - 4 
- 1 . 6 0.4 2.6 - 1 . 2 
V 0.8 - 4 - 1 . 2 4.4 / 
/ « 3 \ 
d = 
v3 
U4 
W 
y 
{ \ o 
- 1 0 0 
o 
\ o ) 
La solución de este problema, de orden 4 x 4, es 
d = 1 x 10 - 4 
/ 0.0295 \ 
-0 .1551 
-0 .0292 
V -0.1543/ 
Puede verse que los desplazamientos verticales son mayores que los horizontales y negativos, 
como corresponde a la física del problema. Sin embargo, dada la poca cantidad de elementos, 
no cabe esperar una gran precisión de este cálculo. De hecho, el desplazamiento vertical exacto 
de los puntos 3 y 4, calculado con consideración de las deformaciones por cortante, es 
wr v3 = Vi + 
wí¿ 
8EI ' 2GS 
donde w es la carga repartida, l la longitud, I el momento de inercia y S la sección reducida 
para el cálculo de deformaciones por cortante, que en el caso de la sección rectangular es 
5/6 del área seccional. Con los datos del problema se obtiene «3 = 4^ = —0.5952 x 10~3, 
lo que indica que el error cometido con este modelo es muy grande. Esto no sólo muestra 
la imprecisión que se obtiene por el método de los elementos finitos cuando la malla es muy 
pobre, sino también el hecho de que sus estimativos de desplazamientos son, en valor absoluto, 
menores que los reales o, lo que es igual, que la rigidez es mayor que la verdadera. Esto último 
tiene una explicación sencilla: El método supone una interpolación de los desplazamientos que, 
en el caso presente, es de tipo lineal, por lo que el estado final de deformación es el que ilustra 
la figura 4.9, en el cual en todos los puntos se presenta una deformación sin curvatura. Por 
el contrario, en la realidad en todos los puntos hay deformación curva, como es bien sabido. 
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Esto hace que el método de los elementos finitos conlleve a una rigidez superior a la real. Una 
forma de corregir parcialmente este defecto es introducir interpolaciones polinómicas de orden 
superior a 1, lo cual exige un número mayor de nodos por elemento y, en consecuencia, un 
sistema mayor de ecuaciones simultáneas. Con esto se logra que el vector e no sea constante 
en cada elemento y, por tanto, todos los puntos presenten deformación, como se expondrá en 
la sección final de este capítulo. Si se combina este refinamiento de las funciones de forma 
con un incremento del número de elementos, la diferencia de los resultados obtenidos con los 
exactos será cada vez más insignificante. 
Figura 4.9: Ejemplo 4.2 - Estado final (Desplazamientos magnificados 5,000 veces). 
Tensiones 
Una vez calculados los desplazamientos del sistema resulta posible calcular las tensiones 
en cada elemento. Para ello se utilizará la fórmula básica 
cr = CBd M 
donde d son los deplazamientos de los nodos del elemento e. Para el elemento 1 se tiene 
d(1) = 1 x 10 - 4 
í o \ 
o 
0.0295 
-0.1551 
0 
V 0 / 
y, por tanto, 
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a 
Las tensiones principales valen 
= —r*+ v í-r-^) + T|> 
y el ángulo que forman con el eje x está dado por 
-, 2 \<JX — UyJ 
El resultado es 
= I CT„ = 1 x 10d 
>xy/ 
0.5124 
0.1025 
. — 1.0771, 
Análogamente, para el elemento 2 
ai = 1403.902 
a 2 = -789.01 
0 = -0 .6914 (4.38) 
'—5.1240N 
= 1 x 102 I -1 .2810 
,—2.5620, 
cri = —7.958e - 013 
(j2 = -640.5124 
6 = 0.4636 (4.39) 
Si se quisiera trazar del círculo de Mohr sería conveniente cambiar el signo del las tensiones rx y 
con el fin de interpretar correctamente el sentido de giro de los planos x e y hacia los planos 
de los ejes principales. Sin embargo, este paso es innecesario, pues las ecuaciones utilizadas 
dan directamente el valor de las tensiones principales y su orientación. La figura 4.10 muestra 
la interpretación de estos resultados. 
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Figura 4.10: Ejemplo 4.2 - Tensiones principales. 
Equilibrio 
Una vez calculados los desplazamientos y las tensiones elementales es conveniente compro-
bar que la solución, a pesar de la inexactitud causada por la simpleza de la malla, cumple con 
dos tipos de condiciones de equilibrio: interiores al elemento y en cada nodo. En primer lugar, 
calculamos las fuerzas en los nodos en coordenadas locales con la fórmula básica (4.29) para 
ambos elementos. Esto implica formar en primer lugar los vectores de desplazamientos de cada 
elemento a partir del vector global d y de las condiciones de los apoyos u\ = v\ = u2 — v2 = 0 
(en numeración global). El resultado es 
dW = 1 x 10" 
0 
0 
0.0295 
-0 .1551 
0 
0 
\ 
/ 
d (2 ) = 1 x 10 
/ \ 
- 4 
0 
o 
-0 .0292 
-0 .1543 
0.0295 
0.1551 / 
En consecuencia, 
/(1) = kWdW = 2 
( 161.5693 \ 
-15 .3723 
38.4307 
-80 .7846 
-200.0000 
\ 96.1569 ) 
/(2) = k(2)d(2) = 2 
( 38.4307 \ 
19.2154 
-0 .0000 
0 
-38 .4307 
19.2154/ 
Se puede comprobar que el equilibrio de cada uno de los dos elementos se cumple ya que 
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/ ( 1 )(1) + / ( 1 )(3) + / ( 1 )(5) = O 
/ (1 ) (2) + / (1 ) (4) + / ( 1 ) (6) = O 
/ ( 2 ) ( l ) + / ( 2 ' (3) + / ( 2 ) ( 5 ) = 0 
/(2>(2) + /<2)(4) + / ( 2 )(6) = O 
Por otra parte, el equilibrio en los nodos también se verifica, pues 
/ ( 1 )(3) + / ( 2 )(5) = 0 
/ ( 1 )(4) + /<2)(6) = —100 
4@1 
Figura 4.11: Ejemplo 4.3 - Descripción geométrica. 
Ejemplo 4.3 
La figura 4.11 muestra una viga de relación altura/longitud igual a 4, la cual se encuentra 
discretizada con elementos finitos triangulares de deformación lineal constante. La estruc-
tura está sometida a la acción de dos cargas deterministas px y p2, de valores 500 y 50 kN, 
respectivamente. El módulo de elasticidad de la estructura es E = 100,000 kN/m. 
El uso de elementos triangulares de deformación constante conduce a que solamente se 
disponga de un valor de cada tensión en cada elemento, como se ha dicho. Esto implica que 
se presentan saltos de tensión entre elementos, los cuales conviene suavizar, sobre todo si el 
mallado es poco refinado. Las figuras siguientes muestran los desplazamientos de la viga, así 
como las tensiones básicas, principales y de von Mises, en las que se ha usado una técnica de 
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interpolación consistente en obener para cada nodo el valor de la tensión como el promedio 
de los valores en los elementos concurrentes y luego interpolar linelamente entre ellos. Esto 
explica por qué en cada elemento en las figuras aparece una variación suave de la tensión 
y no un valor constante. Esta clase de técnicas de interpolación son usuales en programas 
comerciales de elementos finitos. 
En lo que respecta a los resultados, puede verse que la presencia de la carga horizontal 
altera la simetría en los diagramas tensionales, que resultaría de la aplicación de la carga 
vertical solamente. 
Desplazamientos magnificados con un factor de 10 
Figura 4.12: Ejemplo 4.3 - Desplazamientos de la viga pared. 
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• -50 
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 
- 1 0 0 
- 2 0 0 
Figura 4.14: Ejemplo 4.3 - Tensiones ay . 
1 
J WBÈ 
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 
100 
- 1 0 0 
1 - 2 0 0 
Figura 4.15: Ejemplo 4.3 - Tensiones cortantes r : xy 
4.3 Elemento rectangular de cuatro nodos para tensión y de-
formación planas 
En esta sección estudiaremos el elemento rectangular de cuatro nodos para tensión y deforma-
ción planas. Este elemento presenta, sobre el elemento triangular de tres nodos, la ventaja de 
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- 350 
- 300 
Figura 4.16: Ejemplo 4.3 - Tensiones a 1 . 
-400 
- -500 
Figura 4.17: Ejemplo 4.3 - Tensiones er2. 
dar resultados más precisos con igual número de grados de libertad. Su desventaja es que no 
se adecúa fácilmente a todo tipo de formas del contorno como sí lo hace el elemento triangular. 
La figura 4.19 muestra un elemento rectangular de base 2b y altura 2h. El origen del 
sistema de coordenadas se ha colocado, por conveniencia, en el centro del elemento. Los 
grados de libertad, según la numeración local indicada, son 
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Figura 4.19: Elemento rectangular de cuatro nodos. 
d(e) = 
fu i\ 
VI 
U2 
V2 
U3 
v3 
W 
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Procediendo de la manera usual, se buscará una interpolación de los desplazamientos de forma 
polinomial. Como hay cuatro desplazamientos nodales en cada dirección, los polinomios de 
u(x, y) y v(x, y) deben tener, en total, cuatro constantes cada uno. Las funciones que satisfacen 
esta condición tienen la forma 
u(x, y) = ai + a2x + a3y + a4xy 
v(x, y) = a5 + aex + a7y + a8xy (4.41) 
Puede verse que en este caso se requiere de un término bilineal en xy para satisfacer el requisito 
de un número igual de ecuaciones que de incógnitas. Por este motivo este elemento se conoce 
también con el nombre de elemento rectangular bilineal. En los bordes del elemento, sin 
embargo, este término no altera la linealidad del desplazamiento, dado que para y = b, por 
ejemplo, la función u(x,y) es función de x solamente, lo que hace que sobre el borde superior 
el desplazamiento u(x,y) varíe linealmente entre 114 y u¡. 
El cálculo de las constantes a¿, i = 1 , . . . , 8 y su posterior sustitución en (4.41) conduce a 
las siguientes expresiones: 
íui\ 
VI 
D(x,y) 
N2 0 
O N2 
N
3
 o 
o N3 
N 
u2 
V2 
U3 
v3 
(4.42) 
donde las funciones de forma son las siguientes: 
= (b-x){h-y) = (b + x)(h — y) 
1 4 bh 2 46/i 
(b + xKh + y) (b-x)(h + y) 
4bh Abh 
Es fácil ver que estas funciones valen 1 en los nodos correspondientes y 0 en los restantes, con 
lo que se cumple la condición de continuidad. Como de costumbre, el vector de deformaciones 
es 
e = Bdie) (4.44) 
donde la matriz de deformación se obtiene fácilmente por derivación: 
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( -a4 O 
O -a2 
\ - a 2 - « 4 
a 4 O 
O - a i 
—ai 04 
a3 O 
O ai 
a x a 3 
O \ - a 3 
O a2 
a2 - 0 3 / 
(4.45) 
con 
ai 
«3 
(4.46) 
El cálculo de las fuerzas equivalentes de contorno no reviste para este elemento ninguna par-
ticularidad. Finalmente, la matriz de rigidez, dada en general por 
b h 
k M 
-b -h 
Bt CBáxáy (4.47) 
puede calcularse de manera explícita haciendo los productos indicados y luego la integración. 
El resultado es 
/ 2 a u 036 c 4 i 636 - a u - 0 3 6 C14 ¿>63 \ 
2a24 ¿>63 C25 - « 3 6 -025 ¿>36 C52 
2 a i 4 ~a36 C14 ¿>36 - O l 4 a 63 
2a2i ¿63 C52 «36 -Q52 
2 a i 4 «36 C41 ¿>63 
2a24 ¿>63 C25 
2 a i 4 - « 3 6 
V 2a24 / 
(4.48) 
con 
Qij — f /, Tj 1 bij — ^'i Tj: Cij — í' j 2Tj 
r 1 = 
3^ = 
= 
thDn 
~ 6 V 
tPl2 
4 
thD 33 
6b 
r 2 
r 4 = 
r 6 = 
tbD 22 
6 h 
tbD33 
6/1 
tD33 
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En esta ecuación Dij es el elemento («, j) de la matriz constitutiva correspondiente al caso 
(ecuaciones 4.5 y 4.9). 
1,000 kN 
2 6 
4 3 4 3 
(1) ( 2 ) 2 m 
1 i A 2 1 Ò 2 5 A . 
2 m 2 m 
Figura 4.20: Ejemplo 4.4 - Descripción geométrica. 
Ejemplo 4.4 
La figura 4.20 muestra una viga de largo 4 m, altura 2 m y espesor 0.25 m sometida a 
una fuerza concentrada en el centro de la luz igual a 1,000 kN. El módulo de elasticidad es 
"> • i 2 
2 x 10' N/m y el módulo de Poisson es 0.2. Utilizando dos elementos finitos como muestra la 
figura, calcular los desplazamientos en todos los nodos libres. 
De nuevo el problema es de tensión plana. La matriz C es, por tanto, 
Las correspondencias entre las numeraciones local y global aparecen en la figura 4.20. Para 
ambos elementos b es el semi-ancho y h la semi-altura. Por tanto b — 1, h = 1. La matriz de 
rigidez elemental es, en ambos elementos, la siguiente: 
(r^t T^ 0 \ 
E 0 
V 0 0 2 ( 1 W 
Al sustituir los datos se obtiene 
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/ 9.7222 3.1250 -5 .5556 -1 .0417 -4 .8611 -3 .1250 0.6944 1.0417 \ 
3.1250 9.7222 1.0417 0.6944 -3 .1250 -4 .8611 -1.0417 -5 .5556 
-5 .5556 1.0417 9.7222 -3 .1250 0.6944 -1 .0417 -4 .8611 3.1250 
-1 .0417 0.6944 -3 .1250 9.7222 1.0417 -5 .5556 3.1250 -4 .8611 
-4 .8611 -3 .1250 0.6944 1.0417 9.7222 3.1250 -5 .5556 -1 .0417 
-3 .1250 -4 .8611 -1.0417 -5 .5556 3.1250 9.7222 1.0417 0.6944 
0.6944 -1 .0417 -4 .8611 3.1250 -5 .5556 1.0417 9.7222 -3 .1250 
^ 1.0417 -5 .5556 3.1250 -4 .8611 -1 .0417 0.6944 -3 .1250 9.7222 ) 
Después de crear y sumar fej y k*2 como se ha ahecho antes y aplicar las condiciones de 
borde (u\ = v\ = = v^ = 0), se obtiene la siguiente matriz de rigidez k de la estructura 
1 x 1 0 ' x 
/ 0.9722 
-0 .3125 
-0 .4861 
0.3125 
-0 .5556 
0.1042 
0 
V 0 " 
-0 .3125 
0.9722 
0.3125 
-0 .4861 
-0 .1042 
0.0694 
0 
0 
-0 .4861 
0.3125 
1.9444 
0 
0.1389 
-0 .0000 
-0 .4861 
-0 .3125 
0.3125 
-0 .4861 
0.0000 
1.9444 
0 
-1 .1111 
-0 .3125 
-0 .4861 
-0 .5556 
-0 .1042 
0.1389 
0 
1.9444 
-0 .0000 
-0 .5556 
0.1042 
0.1042 
0.0694 
-0 .0000 
-1.1111 
0 
1.9444 
-0 .1042 
0.0694 
0 0 \ 
0 0 
-0 .4861 -0 .3125 
-0 .3125 -0 .4861 
-0 .5556 0.1042 
-0 .1042 0.0694 
0.9722 0.3125 
0.3125 0.9722 / 
Se deja como ejercicio al lector comprobar la validez de este resultado. A esta matriz corres-
ponde el vector de desplazamientos d = [u2 v2 «3 114 1*4 uq í>6]t y el vector de fuerzas 
/ h,x\ ( 0 ^ 
h,y 0 
fz,x 0 
/3,2/ 0 
Í4,x 0 
U,y - 1 0 0 0 
fa,x 0 
\hJ V 0 ) 
La solución del problema 
kd = f 
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es 
d = 1 x IO - 4 
( 0.2691 \ 
-0 .2130 
O 
-0.7345 
O 
-0.9476 
-0.2691 
\—0.2130/ 
y,v 
u 
Figura 4.21: Elemento triangular de seis nodos. 
4.4 Elemento triangular de deformación lineal 
Para concluir este capítulo, estudiaremos a continuación un elemento de orden superior en 
cuanto a las funciones de forma. Se trata del triángulo de deformación lineal, llamado así 
porque las deformaciones en el interior del elemento dependen linealmente de las coordenadas, 
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al igual que las tensiones. Esto implica que el exponente máximo de las coordenadas en 
la definición de los desplazamientos debe ser dos, para que las derivadas que definen las 
deformaciones sean funciones lineales. En consecuencia, para un triángulo de seis nodos como 
el que aparece en la figura 4.21 se debe usar polinomios de seis términos que cumplan esta 
condición para interpolar los desplazamientos. Esto deja como única posibilidad las siguientes 
expresiones: 
u(x, y) = a, + a2x + a3y + a4x2 + a5xy + a6y2 
v(x, y) = a7 + agx + a9y + a10x2 + anxy + al2y2 
(4.49) 
Esta ecuación se puede expresar en la forma 
D(x, y) = Ta (4.50) 
donde 
0 
xy y¿ ) 
a =[ a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 ag a10 an a12 ) (4-51) 
Por tanto, si se reemplaza los valores de las coordenadas y desplazamientos de los nodos en la 
ecuación (4.50) se obtiene 
d = Ta (4.52) 
con 
_ í 1 x y x2 xy y2 0 0 0 0 
~ V 0 0 0 0 0 0 1 x y x2 
T / 
/ « A 
d = uR 
\ve/ 
T = 
f 1 x1 y! x2 x1y1 y2 0 0 0 0 0 0 ^ 
1 Ve x6y6 y\ 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 x1 y, x2 x^ y2 
\ 0 0 0 0 0 0 1 a;6 xl x6y6 vi ) 
(4.53) 
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En consecuencia, la interpolación de los desplazamientos en el interior del elemento se obtiene 
por medio de 
D(x,y) = Nd (4.54) 
donde las funciones de forma están dadas por 
N = TT1 (4.55) 
La relación entre el vector e, definido por la ecuación (4.2), y los desplazamientos nodales 
d se plantea de manera semejante a los elementos ya estudiados: 
e = Bd (4.56) 
donde, de acuerdo con las deducciones anteriores, 
B = LT 
í° 
1 0 2x y 0 0 0 0 0 0 0 
L = 
° 
0 0 0 0 2 0 0 1 0 X 2 y 
l o 0 1 0 X 2 y 0 1 0 2x y 0 
Los valores de los elementos de las matrices N y B, necesarios para el cálculo de las matrices 
de rigidez y los vectores de fuerzas, se calculan en cada caso particular numéricamente, por 
medio de la inversión de la matriz T . 
E j e m p l o 4 .5 
En la figura 4.22 aparece un elemento finito de seis nodos. Deduciremos a continuación sus 
funciones de forma y los elementos de la matriz cinemática. En primer lugar se hace necesario 
calcular los elementos de la matriz a por medio de la ecuación (4.49): 
u1 = a1 
u2 = al + 6a2 + 36o!4 
u3 = « j + 6 a 3 + 36ae 
u4 = a1 + 3a2 + 3a3 + 9 a4 + 9 a 5 + 9 a6 
u5 = a 1 + 3aa + 9a6 
ue ~ a i + + 9a4 
La solución de este sistema da como resultado 
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y,v 
Figura 4.22: Ejemplo 4.5 - Elemento finito de deformación lineal. 
4U6 -
a 1 
- 3 í í j 
= ui 
4u5 -
6 
- 3ux -u3 
u2 -
6 
- 2 u6 + 
+ uA 
18 
- u6 
u3 -
9 
- 2 u5 + Uj 
De este conjunto de expresiones los elementos de la matriz T 1 resultan evidentes. Por tanto, 
al sustituir este resultado en la ecuación (4.49) y agrupar los términos se obtiene ' 
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y,v 
Figura 4.23: Ejemplo 4.5 - Función de forma iV2. 
x y x2 xy y2 
Ni = 1 + h — + — 
2 2 18 9 18 
2 x ar 
iV2 = 1 
6 18 
N3 = -V- + Y-
6 18 
9 
= 2y _ xy _ y^  
5 3 9 9 
2x xy x2 
N6 = 
3 9 9 
Como muestra, la figura 4.23 ilustra la función de forma N2, con lo que queda claro el tipo 
de interpolación que se realiza en este elemento. 
* 
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Capítulo 5 
Estructuras espaciales 
5.1 Introducción 
En este capítulo estudiaremos el análisis por elementos finitos de estructuras espaciales, esto 
es, las formadas por sólidos masivos en tres dimensiones, tales como presas, silos, etc. Dentro 
de este grupo se da un caso especial cual es el de estructuras de revolución. Desde un punto 
de vista geométrico, éstas surgen de la rotación circular de un área plana, llamada sección 
meridional, alrededor de un eje vertical, como ilustra la figura 5.1. Los ejemplos más relevantes 
son los silos y los depósitos de sección circular. Si además de la simetría que le es propia a 
este tipo de estructuras se da simetría en las cargas, las cuales normalmente son repartidas 
de manera horizontal, entonces se tiene el caso de estructuras de revolución axi-simétricas, 
las cuales pueden ser tratadas como una extensión de la deformación plana, estudiada en el 
capítulo anterior, lo que evita hacer un estudio tridimensional. De todas maneras, aún en el 
caso de estructuras de revolución con cargas asimétricas es posible aprovechar este sencillo 
tratamiento del problema en dos dimensiones, por medio de la descomposición de la carga en 
series de Fourier. Una condición básica que se debe cumplir para que sea válido el tratamiento 
del problema como axi-simétrico es que la pared de la estructura no sea muy delgada, caso en 
el cual debe tratarse como una lámina de revolución, en la que surge la necesidad de considerar 
grados de libertad rotacionales. Por tanto, en este capítulo se estudiará solamente el caso de 
estructuras de revolución con paredes relativamente gruesas en comparación con su altura y 
sometidas a la acción de cargas externas horizontales y verticales simétricas con respecto al 
eje de revolución. 
Después del estudio de estructuras de revolución examinaremos el problema general de 
estructuras tridimensionales. En general, se hace necesario recurrir a este tipo de formulación, 
que es altamente exigente en términos computacionales, cuando la estructura espacial no puede 
ser analizada como un sistema en deformación plana ni como una estructura de revolución. 
Restringiremos el análisis por elementos finitos al caso sencillo de elementos teraédricos, con 
los cuales se puede formar diversos tipos de estructuras debido a su versatilidad. 
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5.2 Elemento infinitesimal axi-simétrico 
La figura 5.2 muestra un elemento infinitesimal de la pared de la estructura, de dimensiones 
d0, dr y dz, donde r es el radio de la sección circular de la cara interna de la pared. Los 
desplazamientos a los que se ve expuesta la estructura son, de manera predominante, en 
los sentidos radial, u, y vertical, w. Bajo carga simétrica, que es la condición impuesta 
anteriormente, los desplazamientos en sentido tangencial, v, son nulos. De esta manera, el 
vector de funciones de desplazamiento es 
D(r,z)=(U^Z\) (5.1) 
\w(r, z)J 
Consideremos ahora la figura 5.3, que destaca el desplazamiento radial solamente. Si el de-
splazamiento en la cara interior de la pared es u, evidentemente en la cara exterior es 
du , 
u+—ár (5.2) 
or 
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ya que ^ es la tasa de variación del desplazamiento en el sentido radial. Por tanto, la 
deformación radial es 
* = | <*•»> 
Z 
Figura 5.2: Elemento infinitesimal de revolución. 
Deduciremos ahora el valor de la deformación en sentido tangencial. Si bien el desplaza-
miento tangencial v es nulo, se da una deformación tangencial por el hecho de que la sección 
transversal de la estructura se amplía, como indica la figura 5.3. Por este motivo, la longitud 
del arco interior pasa de ser rd9 a ser (r + u)d9. Por ende, la deformación en el sentido 
tangencial es 
(r + u)d9 — rd0 u . A. 
€° = 769 = r ( 5 " 4 ) 
Restan aún por definir las deformaciones en el plano de la sección meridional mostrada 
en la figura 5.1. Evidentemente, la presión horizontal de las cargas externas combinada con 
la acción de las cargas verticales causa distorsiones como la que muestra la figura 5.4. La 
analogía de este diagrama con el que aparece en la figura 3.5 permite inferir fácilmente que la 
deformación en sentido vertical vale 
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y 
Figura 5.3: Deformación del elemento infintesimal en el plano (x,y). 
e2 = 
dw 
así como que la deformación cortante en el plano (r, z) es 
du dw 
Trz = ~ñ I 7¡¡ 
dz or 
De esta manera, tenemos que el vector de deformaciones e es 
/ du \ 
' dr \ 
(5.5) 
(5.6) 
e = 
ftr\ 
ee 
\7rz) 
dw 
dz 
du , dw_ / V F)7. "T ñr / 
(5.7) 
'dz ^ dr 
Ahora bien, las tensiones a las que está sometido el elemento infinitesimal corresponden a 
las deformaciones así establecidas (figura 5.5), y están dadas por 
er = 
/ ar\ 
<JQ 
cr. 
(5.8) 
\Trz) 
102 
Figura 5.4: Deformación del elemento infintesimal en el plano (r, z). 
Como a nivel infinitesimal las tres primeras de estas tensiones son ortogonales entre sí, de puede 
aplicar directamente las ecuaciones del tipo (3.15) con las modificaciones correspondientes, 
para establecer las relaciones elásticas de estas tensiones con las deformaciones longitudinales. 
Asimismo, se sigue el mismo criterio usado para obtener el valor de la tensión cortante en 
tensión plana. El resultado es 
(5.9) 
/ <?r \ n — V V V 0 \ f e r \ E V 1 - V V 0 te 
<Jz (l + u ) ( l - 2 v ) V V 1 - V 0 
\TrzJ V 0 0 0 2 / \7rz) 
Plantearemos ahora la expresión del principio de trabajos virtuales para esta situación. 
De la figura 5.2 se desprende que el diferencial de volumen vale 
dV = rdO • drdz = rdB • dA (5.10) 
donde dA = drdz es el área de la sección meridional del elemento infinitesimal. El principio 
de trabajos virtuales toma entonces la forma 
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z 
O, 
donde 
% 
Figura 5.5: Tensiones en el elemento infintesimal. 
2tt 2tt 
/ / / 6eT arde'árdz = j j j ¿D(x,y)Tbrd6-drdz + 
A 0 A 0 
2 7T 2 7T 
ÍI 5DTqrd9 • ds + 
/ t y» 
í=l n 
(5.11) 
6 = Q = Pi 
Pri 
Pzi 
(5.12) 
son respectivamente las fuerzas másicas (distribuidas sobre el volumen), las fuerzas superfi-
ciales (distribuidas sobre las superficies interior o exterior del cuerpo) y las fuerzas aplicadas 
sobre contornos, sea de manera radial (p
r
) o axial (p
z
). Algunas de estas fuerzas aparecen en 
la figura 5.6. Al integrar sobre 6 y proceder de manera semejante a lo hecho en los capítulos 
anteriores, se obtiene la ecuación de equilibrio del sistema discreto de elementos finitos es 
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Figura 5.6: Fuerzas en cuerpos de revolución. 
k d = f (5.13) 
donde 
kM = 2ix J J Bt CBrdrdz ( 5 . 1 4 ) 
A 
es la matriz de rigidez del elemento. Por otra parte 
.(*) .(«) . ,(e) (e) 
J = / f t + / , + f p (5.15) 
es el vector de fuerzas externas, que está compuesto por el vector de fuerzas concentradas 
equivalentes a las fuerzas másicas, 
f{be) = 2irj J NTbrdrdz (5.16) 
A 
el vector de fuerzas concentradas equivalentes a las superficiales, 
f(Qe) = 2n ¿ J¡ rN\lg(m)ds (5 .17) 
m = 1 i¿> 
y el vector de fuerzas concentradas equivalentes a las fuerzas distribuidas circularmente: 
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j f = 2irrp(e) (5.18) 
En estas ecuaciones n es el número de lados del elemento y p es el vector de los valores 
de las intensidades de las fuerzas puntuales repartidas circunferencialmente en los nodos del 
elemento: 
p{e) = [UlWlU2W2 ...}T (5.19) 
W 3 
Figura 5.7: Elemento axi-simétrico triangular de tres nodos. 
5.3 Elemento finito axi-simétrico triangular de tres nodos 
Deduciremos a continuación la matriz de rigidez de un elemento axi-simétrico de tres nodos, 
como el que aparece en la figura 5.7. Los desplazamientos en los sentidos radial r y vertical 
z se pueden interpolar en función de los desplazamientos nodales i¿¿ y Wi,i = 1,2,3 en forma 
semejante a lo hecho en el caso del elemento triangular de deformación constante (ecuación 
4.12): 
u = N\UI + N2U2 + JV3M3 
w = NIWÍ + N2W2 + N3W3 ( 5 . 2 0 ) 
En este caso las funciones de forma dependen de las coordenadas r y z en lugar de las x e y. 
Por tanto, sus expresiones son 
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Ni 
J _ 
2A ai + kr + a (5.21) 
con 
a, i — TjZfc rkZj 
bi = Zj - zk (5.22) 
= f'k Tj 
para i,j,k = 1 ,2,3, valores que rotan cíclicamente como se indicó en el caso de tensión 
y deformación planas. La relación entre desplazamientos nodales y desplazamientos en el 
interior del elemento es, en consecuencia, 
W3 
Figura 5.8: Fuerzas en un elemento triangular axi-simétrico. 
u \ = I Ni 0 
w. 0 Ni 
D(x,y) N" 
N2 O 
0 N2 
N 
N3 o 
0 N3J 
/ « l \ 
W\ 
u2 
w2 
U3 
} 
, ( e ) 
(5.23) 
lo que puede escribirse en la forma 
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N = [JVi N2 N3] 
(5.24) 
según las particiones indicadas. Finalmente, a partir de la ecuación (5.7) obtenemos la matriz 
cinemática B de este elemento: 
i 
2 A 
(¿Wi 
dr 0 
: dN2 
dr 0 : 
dN3 
dr 0 
\ 
Ni 
r 0 
: Nx 
r 0 : 
N3 
r 0 
0 dNj dz : 0 
dN2 : 
dz 0 
dN3 
dz 
1 M i 
\ dz 
diVi 
dr 
: 9N2 
dz 
dN2 : 
dr 
dNz 
dz 
dNz 
dr 
/ bi 0 b2 0 : h 
ai 
r + h +
 c-f 0 92. -L r 1 b2 + c-f 0 : M r + b3 + 
0 Cl 0 C2 : 0 
\ c\ h C2 b2 • C3 
o\ 
0 
C3 
hJ 
(5.25) 
Esta matriz relaciona las deformaciones e definidas en la ecuación (4.2) con los desplaza-
mientos nodales d (e) de la forma usual: 
e = Bd ,(<0 (5.26) 
Nótese que, a diferencia del elemento de tres nodos en tensión o deformación planas, algunos 
elementos de la matriz B son en este caso funciones de r y z, por lo que el elemento deja 
de denominarse de deformación constante. Esto se da en la tercera fila de la matriz, en los 
lugares correspondientes a los términos Una aproximación comúnmente usada es calcular 
estos valores únicamente en el baricentro del triángulo, que tiene por coordenadas 
(r,z) = 
r1+r2 + r3 z1 + z2 + z3 (5.27) 
En tal caso la matriz deviene constante. Si se toma la misma aproximación para el valor 
de r en la ecuación de la matriz de rigidez (5.14), entonces no hay necesidad de efectuar la 
integración. En consecuencia, 
kM = 2ttBT CBf • A (5.28) 
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(3,4) 
Figura 5.9: Ejemplo 5.1 - Elemento finito axi-simétrico con fuerzas superficiales. 
donde B es la matriz cinemática evaluada en el baricentro. Se ha comprobado que esta 
aproximación es aproximadamente exacta si la malla es suficientemente fina en los lugares de 
máximas tensiones. 
Ejemplo 5.1 
La figura 5.9 enseña un elemento finito axi-simétrico sometido a fuerzas superficiales cons-
tantes. Se busca calcular el vector de fuerzas equivalentes f q según la ecuación (5.17). 
Tabla 5.1: Valores de las constantes ai,bi y c¿ 
Nodo a¿ k Ci 
i 24 -4 -3 
3 0 0 3 
En vista de que hay sólo un lado cargado, la ecuación toma la forma 
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.(e) = 2ix <f rN\J_3q 
(1 -3 ) 
d s 
= 27T f r1 
o 
0 
(NI 0 \ 
0 NI 
N2 0 
0 N2 
N3 0 
{O N3) 
d s 
-3) 
(5.29) 
La aplicación de las ecuaciones (5.22) da como resultado los valores de las constantes que 
aparecen en la tabla 5.1. En consecuencia, las funciones de forma toman los valores siguientes: 
N i 1 ( 1 — 3 ) = JÄ [ ° 1 + ftlri + = U 1 2 - N 
|(l—3) = 0 
N3\(l-3) 
1 
2 A «3 + b3rs + c3z = è M 
Por tanto, 
(5.30) 
. ( e ) 
= 2 ^ / 3 - 1 
o 
/12 - 3z 
0 
0 
0 
3 z 
0 
(24qr\ 
24 qz 
0 
0 
24 qr 
V24 qzJ 
0 \ 
12 - 3z 
0 
0 
0 
3 z ) 
7T 
d s 
(5.31) 
Ejemplo 5.2 
La figura 5.10 muestra un modelo, compuesto por 20 elementos finitos, referente a una 
estructura de revolución sometida a una presión interna de 1 kN/m2. El módulo de elasticidad 
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1 kN/m2 
2 m 
2.5 m 
0.5 m 
3 m 0.5 m 2.5 m 
Figura 5.10: Ejemplo 5.2 - Estructura axi-simétrica con fuerzas radiales. 
del material es 2 x 107 kN/m2 y el modulo de Poisson es 0,15. La estructura se considera fija 
en los dos nodos inferiores, tanto para desplazamientos radiales como verticales. 
La matriz constitutiva, de acuerdo con la ecuación (5.9), es 
C = 1 x 107 
El cálculo se ha hecho aplicando la técnica de integración aproximada expuesta ante-
riormente. Como ilustración, la matriz de de rigidez del elemento superior, obtenida por la 
ecuación (5.28) es 
/2.112 .373 .373 0 ^ 
.373 2.112 .373 0 
.373 .373 2.112 0 
^ o 0 0 .870/ 
k(20) = 1 x 108 
/ 1.551 - . 0 2 0 .023 -1 .548 -1 .564 1.568 ^ 
- . 0 2 0 3.760 - . 6 8 3 0 .644 -3 .760 
.023 - . 6 8 3 3.802 0 -3 .756 .683 
-1 .548 0 0 1.548 1.548 -1 .548 
-1 .564 .644 -3 .756 1.548 5.272 -2 .192 
^ 1.568 -3 .760 .683 -1 .548 -2 .192 5.308 ) 
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Desplazamientos magnificados con un factor de 3 
Figura 5.11: Ejemplo 5.2 - Desplazamientos. 
Los resultados correspondientes a los desplazamientos de la estructura y a las tensiones a r 
y ag !••'? muestran en las figuras 5.11, 5.12 y 5.13. 
* 
5.4 Análisis espacial con elementos tetraédricos 
Consideraremos ahora la aproximación con elemento finito al inifinitésimo espacial elástico e 
isotrópico estudiado en el Capítulo 3, para el cual las relaciones elásticas son las dadas por la 
ecuación (3.18), la cual conviene reescribir aquí: 
( ax\ n — V V u 0 0 0 \ f e x \ 
ay V 1 - V u 0 0 0 ev 
E V V 1 - V 0 0 0 
TXy ( 1 + i / ) ( l - 2 i / ) 0 0 0 l-2u 2 0 0 7 xy 
T~x z 0 0 0 0 l - 2 i / 2 0 Ixz 
\Tyz) \ 0 0 0 0 0 l—2u , 2 / \lyzl 
cr c e 
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CT_ 
5 -
4.5 -
3.5 -
3 • 
2.5 -
2 • 
3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 
Figura 5.12: Ejemplo 5.2 - Tensiones err. 
El elemento finito que examinaremos en esta sección es un tetraedro como el que aparece 
en la figura 5.14. La convención de numeración local de los nodos es la siguiente: al mirar 
desde el nodo con numeración superior (4) el plano en el que se encuentran los tres primeros 
nodos (1, 2, 3), éstos deben formar una sucesión en sentido antihorario, tal como se muestra en 
la figura. La hipótesis básica es que los desplazamientos se pueden interpolar de la siguiente 
manera: 
u(x, y, z) = a 1 + a2x + «3 y + a\z 
v(x, y, z) — 05 + a§x + a?y + agz 
w(x, y, z) = ag + aioa; + « n y + 0112Z (5.33) 
Al proceder de manera semejante a la deducción de las ecuaciones de interpolación del 
elemento triangular de deformación constante en el Capítulo 4, se obtiene la siguiente relación 
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Figura 5.13: Ejemplo 5.2 - Tensiones oe• 
\ 
.1) 
'u(x, y, z) " 
v(x,y,z) 
Kw(x,y,z)/ 
D(x,y,z) 
M 0 0 N2 0 0 N3 0 0 N4 0 0 
0 NI 0 0 N2 0 0 7V3 0 0 N4 0 
0 0 0 0 N¿ 0 0 N3 0 0 NI 
N 
(5.34) 
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Figura 5.14: Elemento finito tetraeédrico. 
En este caso, las funciones de forma son 
Ni = — 
6V ai + bix + ay + diz (5.35) 
dones- V 6 8 d V ° I U m e n d d e l e m e n t ° " E s t a s c a n t i d a d e s están dadas por las siguientes ecua-
6V = 
(l X1 Vi z , \ 
1 x2 V2 Z2 
1 x3 Vz 
x4 VA V 
(5.36) 
c, = 
x2 y2 Z2 í V2 z2 
x3 y3 Z3 K = - i y3 Z3 
X4 VA Z4 i 2/4 ZA 
1 x2 Z2 i x2 y2 1 X3 Z3 d 1 = - i x3 y3 1 X4 Z4 i X4 VA 
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X, Vi Z1 1 Vi Z1 
x3 2/3 Z3 b2 = 1 y3 Z3 
X
4 y4 Z4 1 y4 Z4 
1 xi Z1 1 Vi 
1 x3 Z3 d2 = 1 x3 y3 
1 X4 Z4 1 X4 y4 
C„ = 
X, 2/1 Z1 1 Vi Zl 
x2 y
2 
Z2 h = ~ 1 y
2 
Z2 
X4 2/4 Z4 1 Z4 
1 Z1 1 2/l 
1 x2 Z2 d3 = - 1 x2 2/2 
1 X
4 
Z
4 
1 X
4 2/4 
(5.37) 
2/1 Z1 1 2/1 zi 
x
2 2/2 Z2 1 2/2 Z2 
x
3 2/3 Z3 1 2/3 Z3 
1 Z
1 
1 X
1 Vi 
1 x
2 
Z
2 d4 = 1 x 2 y
2 
1 x
3 
Z
3 
1 x 3 2/3 
Al tomar en cuenta la relación entre deformaciones y desplazamientos, dada por 
( \ 
€y 
Jxy 
Ixz 
\lyzJ 
/JL 
• dx 
0 & 
0 
d_ 
dy 1 
dz 
Vo 
o \ 
o 
d_ 
dz 
o 
o 
dy 
0 
a_ 
dx 
0 
dz dy / 
d_ 
dx 
(5.38) 
se concluye que la matriz cinemática es 
B = (£? I B3 B3 B 4 ) (5.39) 
con 
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1 
6V 
fbi 0 o\ 
0 c¿ 0 
0 0 di 
Ci bi 0 
0 di Ci 
U 0 bi) 
(5.40) 
Como antes, la matriz B relaciona las deformaciones e, definidas en la ecuación (5.32), 
con los desplazamientos nodales d de la forma usual: 
e = Bd (5.41) 
Finalmente, las tensiones en cada elemento, definidas por la ecuación (5.32), se calculan como 
tx = Ce = CBd (e) (5.42) 
De nuevo, al igual que en el caso del elemento triangular de tres nodos para tensión y defor-
mación planas, el hecho de que los elementos de la matriz B sean constantes implica que las 
deformaciones y las tensiones en cada elementos no varíen en su interior. 
Ejemplo 5.3 
La figura 5.15(a) muestra una viga en voladizo de sección variable sujeta a la acción de 
una carga excéntrica. La viga se analizará con seis elementos tetraédricos definidos por los 
nodos que aparecen en la parte (í>) de la figura. Los tetraedros se muestran claramente en la 
parte (c). La tabla 5.2 contiene las correspondencias entre las numeraciones local y global. 
La primera de ellas ha sido fijada siguiendo la convención definida anteriormente, esto es, 
que desde el nodo 4 en numeración local en cada elemento, los tres nodos restantes aparecen 
conformando un esquema sucesivo ordenado en el sentido antihorario. 
De acuerdo con los datos, la matriz constitutiva es 
C = 1 x 107 
/2.112 0.373 0.373 
0.373 2.112 0.373 
0.373 0.373 2.112 
0 0 0 
0 0 0 
^ o 0 0 
0 
o 
o 
0.870 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0.870 
0 
0 \ 
0 
0 
0 
0 
0.870/ 
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Tabla 5.2: Tabla de correspondencias - Figura 5.11 
Elemento Numeración Numeración 
local global 
1 i 1 
2 4 
3 2 
4 6 
2 i 5 
2 4 
3 6 
4 8 
3 i 5 
2 6 
3 4 
4 1 
4 i 1 
2 3 
3 4 
4 5 
5 i 5 
2 8 
3 7 
4 3 
6 i 3 
2 8 
3 4 
4 5 
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100 kN 
(a) 
o 
bi 
(c) 
Figura 5.15: Ejemplo 5.3 - Viga en voladizo de sección variable, (a): Descripción geométrica. 
(b): Modelo de elementos finitos, (c): Tetraedros. 
El calculo de la matriz de rigidez de cada elemento comienza con la determinación de los 
valores que forman la matriz cinamética B de cada elemento. Como ejemplo, se muestra el 
resultado de esta matriz para el elemento 6: 
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Figura 5.16: Ejemplo 5.3 - Representación esquemática de los desplazamientos. 
/ 0 0 0 0.5 0 0 - 0 . 5 0 0 0 0 0 \ 
0 0.5 0 0 1 0 0 - 0 . 5 0 0 - 1 0 
0 0 - 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
0.5 0 0 1 0.5 0 - 0 . 5 - 0 . 5 0 - 1 0 0 
0 - 1 0.5 0 0 1 0 1 - 0 . 5 0 0 - 1 
V - 1 0 0 0 0 0.5 1 0 - 0 . 5 0 0 0 / 
Después de calcular las matrices de rigidez de cada elemento y ensamblarlas de la manera 
usual, se obtiene el siguiente vector de desplazamientos: 
M /-.002^ 
V5 .033 
W5 - . 3 4 0 
u6 .056 
V6 .042 
w6 - . 3 3 5 
u7 - . 042 
V7 .019 
w7 - . 4 4 0 
us .020 
v& .041 
^—.449J 
La figura 5.16 contiene una representación ilustrativa de este resultado. 
* 
120 
Capítulo 6 
Formulación isoparamétrica e 
integración numérica 
6.1 Introducción 
Es un hecho establecido que para la automatización del método de los elementos finitos es 
preferible emplear funciones de forma que no dependan de las coordenadas globales de la 
estructura sino de las coordenadas locales de cada elemento, con el fin de facilitar los cálculos de 
las integrales implicadas. Por otra parte, para el mismo propósito conviene igualmente definir 
las funciones de forma en función de coordenadas adimensionales, lo que facilita la definición 
de elementos de bordes curvos. En este capítulo se estudia la formulación isoparamétrica, 
ideada para resolver esta clase de cuestiones. En primera instancia se introduce este enfoque 
con elementos finitos unidimensionales con dos grados de libertad, como los que se emplean en 
el análisis de tensión uniaxial. A continuación se extiende esta técnica para el caso de tensión 
y deformación planas, para el caso de elementos rectangulares de cuatro nodos. Luego se trata 
el cálculo numérico de las integrales que resultan del tratamiento isoparamétrico por medio 
de cuadraturas de Gauss. 
6.2 Elementos unidimensionales en tensión axial 
Para elementos unidimensionales como el que aparece en la figura 6.1 definimos en primer 
lugar la siguiente coordenada adimensional 
£ = (6.1) 
donde x denota la abscisa del centro del elemento. Obviamente, ^ = - 1 y = 1, por lo que 
la longitud normalizada del elemento £2 — ^ es siempre igual a 2. Este tipo de coordenadas se 
denominan naturales para distinguirlas de las globales, que se miden desde un origen común, 
como es el caso de x en la figura. Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (2.34) se 
obtiene 
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= 7 " = 5 ( 1 + « ) (6.2) 
S2 S i Z 
Ahora bien, el paso a las coordenadas normalizadas exige al mismo tiempo algunos ajustes 
en las expresiones generales del método, resumidas para este caso elemental en la ecuación 
(2.41), ya que en ellas se requiere el cálculo de las derivadas de las funciones de forma. En 
particular, 
dNi _ diVi d£ 1 d£ 
(6.3) 
da; d£ da; 2 áx 
dN2 dN2 d£ 1 d£ 
da; ds da; 2 da; 
Esto implica que se necesita una relación explícita entre x y £ con el fin de calcular las derivadas 
indicadas, en la cual estén presentes las coordenadas de los nodos. Esto se encuentra ya dado 
por la ecuación (6.1). En tal caso 
Se = T 
Sin embargo, puede plantearse en general una relación del tipo 
x = M\(x)xi + M2(x)x2 + ... + Mj(x)xk (6.5) 
donde x\,x2,..., xk son las coordenadas de algunos puntos del elemento y M/C(x), A; = 1 , 2 , . . . , / 
son funciones de interpolación de la geometría que satisfacen la condición de ser iguales a 1 
en el punto k y cero en los l — 1 puntos restantes. Se denomina formulación isoparamétrica de 
un problema de elementos finitos aquella que emplea un número de puntos l igual al número 
de nodos y las funciones de forma como funciones de interpolación geométrica, es decir 
Ml(x)=Ni(x) (6.6) 
Por el contrario, las formulaciones subparamétrica y superparamétrica son aquellas que em-
plean un número de puntos de definición geométrica menor y mayor, respectivamente, que el 
número de nodos. En la práctica la formulación isiparamétrica es la usualmente adoptada. 
De las ecuaciones anteriores se infiere que la matriz cinemática B , dada por la ecuación 
(2.50), es 
(-7 r) 
Sin embargo, para la formulación isoparamétrica es conveniente formular tanto la matriz N 
como la matriz B en términos de las coordenadas naturales, esto es, N = N(£),B = B(£). 
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I 
x X 
£ = - 1 4 = 
Figura 6.1: Coordenadas naturales de un elemento unidimensional. 
Esto conduce a que las integrales necesarias para obtener las matrices de rigidez y fuerzas 
externas (ecuación 2.52) toman la forma 
k = j BrCBd£ 
f = fP + J NTq(Odü (6.8) 
Para evaluarlas se hace necesario aplicar una transformación de coordenadas. Según las reglas 
del cálculo integral, estas integrales se pueden expresar en general como 
l +i 
I f(x)dx = J / ( O |J|d£ 
o - i 
(6.9) 
donde | J| es el Jacobiano de la transformación, que para este caso simple es, simplemente, 
dx 
\J\ d£ 
(6.10) 
En consecuencia, las integrales (6.8) toman la forma 
k 
+i 
-u> 
BTCBAd£ 
- i 
/ = /„ + 
+i 
\ / NTq(0de (6.11) 
-l 
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Por ejemplo, la aplicación de esta ecuación para el caso de la matriz de rigidez da como 
resultado 
+1 
k =¡ f BTCBAd£ 
- i 
= ¥ (\ 7) <6-12> 
lo que coincide con la ecuación (2.43). 
V y 
(a) (b) 
Figura 6.2: Cuadrilátero isoparamétrico de cuatro nodos, (a): En coordenadas naturales. (b): 
En coordenadas físicas. 
6.3 Elemento cuadrilátero isoparamétrico de cuatro nodos 
La figura 6.2 muestra un elemento, que si bien es rectangular en el sistema de coordenadas 
(£> P o r medio de una transformación lineal de coordenadas (£, r¡) i->- (x, y) puede convertirse 
en un elemento cuadrilátero no necesarimanete de lados ortogonales. Esto indica que la 
tranformación inversa (x, y) »->• n¡) que también sería lineal, permite convertir elementos de 
formas más generales que la ortogonal en elementos ortogonales. El elemento rectangular así 
definido en el espacio (£, v¡) es isoparamétrico si la transformación es tal que las coordenadas 
de los nodos en el sistema (£, r¡) son ± 1 y las funciones de que relacionan las coordenadas 
(£, r¡) con las (x, y) se utilizan igualmente para interpolar los desplazamientos. 
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Para deducir las expresiones básicas de las matrices usadas en el cálculo de la matriz de 
rigidez y el vector de fuerzas del elemento, consideremos una función cualquiera con 
x — r¡) y y = r¡). En tal caso, la regla de la cadena indica que 
d¿ = dldx + d¿dy 
dx <9£ dy 
dl = d¿dx + d¿dy 
dr¡ dx dr¡ dy drj 
(6.13) 
Si se toma como incógnitas de este sistema de ecuaciones las derivadas de la función /(•) con 
respecto a las variables (x,y), por la regla de Cramér se tiene 
d± 
dx 
d£ 
dí di 
dx 
di 
d£ 
di 
d£ 
dr¡ 
a>¿ 
dtj df 
dx 
dr¡ di dr¡ 
dx 
di 
d]¿ 
di dy 
dx 
di 
ch¿ 
di 
dx 
dr¡ 
dy 
dr¡ 
dx 
dr) 
d]¿ 
dr) 
(6.14) 
La matriz que da origen al denominador de estas ecuaciones se denomina la matriz Jacobiana 
y su determinante el Jacobiano de la transformación (x,y) •->• 
/dx 
di 
d]¿\ 
di 
dx 
\dV 
dy_ 
dv/ 
Con esta notación, las derivadas buscadas son 
(6.15) 
d¿ 
dx 
J _ 
Í J Í 
dj_ dy 
dr) 
dyd¿ 
9í?J 
d¿ 
dy IJ\ 
dxdf 
-d£, dr¡ 
dxdf 
di 
(6.16) 
Estos elementos de cálculo diferencial son útiles a la hora de definir las relaciones elásticas 
del elemento isoparamétrico. En primer lugar, el vector de deformaciones para los estados de 
tensión y deformación planas 
dx 
0 
d_ 
\dx 
oA 
1 , 
dy/ 
u(x,y) 
v(x,y) 
(6.17) 
se convierte en 
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/ d_dn 
1 d£dr] 
dx d 
\dt dr, 
di¿d_ 
d£ dr] 
dx d 
dr] 
dx d 
dr¡ 
dx d 
d_ d]¿ _ d]¿d_ 
d£ dr¡ d£ dr]) 
u(x,y) 
v(x,y) 
D(x,y) 
(6.18) 
Como D(x, y) — Nd, entonces e = LNd, esto es, B = LN, donde las funciones de forma 
están dadas por la ecuación (4.43), sustituyendo x por £ y y por r]. Por tanto, 
_ (b-Qjh-r,) _ (b + Q(h-r¡) 
1 4bh 2 4bh 
B = (B, B2 B3 B4) (6.20) 
con 
B, 
1 
Ijí 
'Pi 0 ' 
o 7¿ 
\H Pi, 
(6.21) 
A = 
li = 
dNj dy _ OydNj 
dr] dt; dr¡ 
dx 0Nt _ dx dNj 
dr¡ dr¡ <9£ (6.22) 
en correspondencia con la ecuación (6.16). Al ser el elemento isoparamétrico, las coordenadas 
en el espacio físico (x,y), necesarias para calcular las derivadas en la ecuación (6.22), se 
interpolan con las funciones (6.19), de manera semejante a lo hecho en la ecuación (4.42) para 
interpolar los desplazamientos: 
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íxA 
yi 
N2 O 
O N2 
N3 O 
O N3 
Con estas definiciones, el Jacobiano resulta ser 
( 0 1 -r, n-z £ - 1 \ 
\J\ = - (xx x2 x3 xA V 1 ° ^ p 
8 v £ ~ V ~ 1 0 T] +1 
\l-r) £ + r] O / 
Por su parte, los parámetros definidos por las ecuaciones (6.22) quedan 
X2 
2 / 2 
2/3 
X4 
\V4/ 
í Vi\ 
2/2 
Vi 
V2/4/ 
ñ hdN ONr Pi = »1 -7TT- - O. 
li = c1 
di 
dNi 
dr) 
2 Òr] 
dN,. 
- c„ se 
(6.23) 
(6.24) 
(6.25) 
con 
K = ^ ( í / l ( É - l ) + í / 2 ( - £ - l ) + í / 3 ( £ + l ) + í / 4 ( - £ + l ) ) 
b2 = \(yiív- 1) + 2/2(1 -v) +2/3(77 + 1) ! ) ) 
C1 = \ (^ ifa - 1) + ®2(1 - r¡) + x3{r¡ + 1) + 2:4(-»7 - 1)) 
De acuerdo con el cálculo integral, una integral en un espacio (re, y) 
j I f{x,y)dxdy 
es equivalente a la siguiente integral, definida en el espacio (£,»7): 
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(6.26) 
(6.27) 
(6.28) 
// f ^ r i M d t d r ) (6.29) 
Por tanto, la matriz de rigidez del elemento cuadrilátero en el sistema (x,y) (figura 6.2 (b)) 
es, o bien 
o bien 
= t J J BTCBdxdy (6.30) 
+ i + i 
(e) = t J J BTCB\J\d£dr] (6.31) k 
- i - i 
Análogamente, el vector de fuerzas concentradas equivalentes a las fuerzas másicas, dado por 
la ecuación (4.33), se convierte en 
+i +i 
f t } = t j /jVT&|J|d£d77 (6.32) 
- i - i 
Por su parte, el vector de fuerzas distribuidas a lo largo de un lado (r), definido por la ecuación 
(4.34), es ahora el vector 
ra n „ 
' r=1 r=1 J l 
(6.33) 
donde £ es la variable que recorre el lado cargado en cada caso y J^ el Jacobiano de la 
transformación sobre el mismo. Si tal lado tiene una longitud l, entonces, de acuerdo a la 
ecuación (6.10), este Jacobiano es 
W = [ (6-34) 
Evidentemente, si el elemento no es ortogonal en el espacio (x,y), la transformación al espacio 
(£, r¡) facilita la integración, a pesar de la aparición de un nuevo factor en el integrando, ya 
que en la integral (6.30) los límites son funciones de x e y. Por otra parte, los límites ± 1 
de la integral (6.31), junto con la naturaleza polinomial de las funciones de interpolación Ni, 
permiten evaluarla de manera exacta por medio de una técnica de integración numérica que 
se describe en la sección siguiente. 
6.4 Integración numérica por cuadraturas 
La evaluación numérica de integrales definidas puede conducirse por varios métodos, entre 
los que destacan las fórmulas de Simpson, Newton-Cotes, Romberg, etc. Sin embargo, para 
el trabajo con elementos finitos se ha impuesto una técnica especial, desarrollada por Gauss 
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y Chebyshev, llamada de cuadraturas. La técnica consiste en calcular de manera exacta la 
integral definida para ciertos tipos de integrandos. Uno de ellos es el polinomial, que como 
se ha visto surge en las integrales del método de los elementos finitos cuando las funciones de 
forma son funciones lineales, cuadráticas, etc. Por tanto, esta técnica es la apropiada para el 
calculo de los elementos de las matrices de rigidez y fuerza externa cuando la dificultad de 
integración analítica así lo exija. 
Entre las varias fórmulas de cuadraturas disponibles, la forma polinomial de las integrales 
típicas del método de los elementos finitos hace que la cuadratura óptima sea la de Gauss-
Legendre. Sea la integral 
+1 
I = f / m (6-35) 
- i 
Si el integrando /(£) es un polinomio de grado 2n — 1, el valor de I se puede calcular exacta-
mente con n puntos en la sumatoria 
n 
3=1 
donde son puntos fijos del intervalo [—1,+1] y Wj constantes asociadas a dichos puntos. El 
valor de estos parámetros se escoge de tal manera que el error en la aproximación (6.36) sea 
nulo para el caso polinomial. Puede demostrarse que esto sucede si los son las raíces de los 
llamados polinomios de Legendre y los Wj funciones de estas raíces. La tabla 6.1 muestra los 
valores que toman las coordenadas y sus pesos para diferentes valores de n. 
Tabla 6.1: Cuadraturas de Gauss-Legendre 
n ti Wj 
1 0 2.00000000000000 
2 ±0.57735026918963 1.00000000000000 
3 ±0.77459666924148 0.55555555555556 
0 0.88888888888889 
4 ±0.86113631159405 0.34785484513745 
±0.33998104358486 0.65214515486255 
Ejemplo 6.1 
Sea /(£) = £3 — 2£2 + 1. El orden de este polinomio es 2n — 1 = 3, por lo cual n = 2. Esto 
indica que basta evaluar la integral 
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+1 
/ / m 4 - i 
2 
3 
(6.37) 
- i 
con dos cuadraturas de Gauss-Legendre: 
I = 1 x /(—0.57735026918963) + 1 x /(0.57735026918963) 
= 0.52578342306321 +0.14088324360346 
_ 2 
3 
* 
-0.577 
(-1.+1) (+1.+1) 
- 0.577 
-0.577 
(+1,-1) 
Figura 6.3: Elemento isoparamétrico de cuatro nodos (x : Puntos de Gauss). 
Este método de integración se puede extender a múltiples dimensiones. Por ejemplo, para 
evaluar la integral 
+1 +i 
I 
- i - i 
i-  -l-i 
= 1 1 Ht,v)<%dri (6.38) 
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se hace uso de la aproximación (6.36) primero en un sentido y luego en el otro, para obtener 
+ lf
 n
3 
1 = / £ Wjf{ij,rj) dr) 
- i Lfc=i 
n j nk 
= È E wjwkí{íji Vk) (6.39) 
3=1 k=1 
la cual es exacta si f (£ , r j ) es un polinomio de grado 2n — 1, donde n es el mayor de los 
valores n,j,rik. La ecuación (6.39) es justamente la necesaria para realizar las integraciones 
requeridas para el elemento rectangular isoparamétrico de cuatro nodos. La figura 6.3 muestra 
el elemento con dos puntos de integración por coordenada, comúnmente llamados puntos de 
Gauss. 
La integración por cuadraturas de Gauss-Legendre tiene una importante consecuencia 
práctica para la evaluación de las tensiones en los elementos finitos. Como se ha anotado 
repetidamente en los capítulos anteriores, el orden de la aproximación en tensiones y deforma-
ciones es un grado inferior al de desplazamientos. Sin embargo, puede demostrarse que si las 
funciones de tensiones y de deformaciones en un eleménto unidimensional son polinomiso de 
grado n, mientras que la aproximación usada es de grado n — 1, de todas maneras la aproxi-
mación por cuadraturas de orden n es exacta. Para elementos de más de una dimensión este 
aserto es aproximadamente exacto. Por tanto, es usual evaluar las tensiones en los puntos de 
Gauss usando integración numérica, ya que en dichos puntos se obtiene la mayor precisión. 
Las tensiones y deformaciones en puntos diferentes se obtienen por interpolación. 
y 
(0,0 
(0,4 
X 
Figura 6.4: Cuadrilátero de cuatro nodos en coordenadas físicas. 
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Ejemplo 6.2 
En este ejemplo calcularemos la matriz de rigidez del elemento físico que aparece en la 
figura 6.4, por medio de la formulación isoparamétrica. Para ello haremos uso del elemento 
isoparamétrico genérico que aparece en la figura 6.2(a). Utilizaremos para ello la integración 
numérica con dos puntos de Gauss por eje coordenado. En tal caso nj = nk = 2 en la ecuación 
(6.39). 
Evaluemos en primer lugar las diferentes funciones en un punto de Gauss. De acuerdo con 
la Tabla 6.1, uno de estos puntos tiene por coordenadas ( ^ ^ J = ( -0 .5774 , -0 .5774) . Para 
estos valores los pesos son iguales a 1. Las funciones de forma evaluadas en este punto, de 
acuerdo con la ecuación (6.19), son 
(NI N2 N3 N4) | ( í i ) f7 i) = (0.6220 0.1667 0.0447 0.1667) (6.40) 
Por su parte, las derivadas de las funciones de forma en el mismo punto, siguiendo la ecuación 
(6.19), valen 
| = ( -0 .3943 0.3943 0.1057 -0 .1057) 
| = ( -0 .3943 -0.1057 0.1057 0.3943) (6.41) 
Por su parte el Jacobiano, dado por la ecuación (6.24), vale 5.0528. Con esto resulta posible 
ya evaluar la matriz cinemática B en este punto, de acuerdo con la ecuaciones (6.21), (6.22), 
(6.25) y (6.26). El resultado es 
/—0.1561 0 0.1665 0 0.0418 0 -0 .0523 0 
B| ( f } = 0 -0 .1951 0 -0 .0418 0 0.0523 0 0.1847 
\—0.1951 -0.1561 -0 .0418 0.1665 0.0523 0.0418 0.1847 -0 .0523, 
(6.42) 
La contribución de este punto ( j = 1, k = 1) a la matriz de rigidez del elemento, de acuerdo 
con la fórmula de cuadraturas (6.39) es 
dN i dN2 dN3 dN4 
di dí di 
' dN! 8N2 dN3 dN4 
dr/ dr¡ dr¡ dr¡ 
1 x 105 x 
/ 2.0837 0.9617 -1 .1964 -0 .6154 -0 .5583 -0 .2577 —0.3290^ 
0.9617 2.5165 -0 .2046 -0 .1178 -0.2577 -0 .6743 -0 .4994 
-1 .1964 -0 .2046 1.4967 -0 .2200 0.3206 0.0548 -0 .6208 
-0 .6154 -0 .1178 -0 .2200 0.6760 0.1649 0.0316 0.6705 
-0 .5583 -0 .2577 0.3206 0.1649 0.1496 0.0690 0.0882 
-0 .2577 -0 .6743 0.0548 0.0316 0.0690 0.1807 0.1338 
-0 .3290 -0 .4994 -0 .6208 0.6705 0.0882 0 1338 0.8617 
\—0.0887 -1 .7244 0.3698 -0 .5898 0.0238 0.4621 —0.3049^ 
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Al proceder de manera semejante con los otros tres puntos de Gauss y sumar los resultados 
se obtiene la matriz de rigidez del elemento: 
k = 1 x 105 x 
/ 4.5896 1.5201 -0 .0075 0.8689 -2 .5048 -0 .8605 -2 .0773 — 1.5285X 
1.5201 5.2737 -0 .1727 -3 .0540 0.1811 0.5455 -1 .5285 -2 .7652 
-0 .0075 -0 .1727 5.8125 -1 .5305 -2 .8217 1.5205 -2 .9833 0.1827 
0.8689 -3 .0540 -1 .5305 5.1238 1.5205 -2 .1374 -0 .8589 0.0676 
-2 .5048 0.1811 -2 .8217 1.5205 4.7358 -1 .5269 0.5907 -0 ,1747 
-0 .8605 0.5455 1.5205 -2 .1374 -1 .5269 4.0487 0.8669 -2 .4567 
-2 .0773 -1 .5285 -2 .9833 -0 .8589 0.5907 0.8669 4.4700 1.5205 
\—1.5285 -2 .7652 0.1827 0.0676 -0 .1747 -2 .4567 1.5205 5.1542 ) 
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Capítulo 7 
Placas delgadas 
7.1 Introducción 
En este capítulo se estudiará la aplicación del método de los elementos finitos al análisis de 
tesniones y deformaciones en placas delgadas. Se define así a las estructuras bidimensionales 
planas que soportan cargas perpendiculares a su plano y que guardan una relación entre el 
espesor y el ancho inferior a 0.1. Esta característica permite despreciar las deformaciones por 
cortante y, en consecuencia, aplicar la teoría de Kirchhoff. Por el contrario, en el caso de placas 
gruesas, es decir, las que superen dicho valor límite, se deben considerar tales deformaciones 
por cortante, lo que hace necesario fundamentar los elementos finitos correspondientes en la 
teoría de Reissner-Mindlin. 
Examinaremos en primer lugar la teoría de Kirchhoff y a continuación deduciremos las 
ecuaciones que rigen el elemento finito de tres nodos en flexión. 
7.2 Teoría de Kirchhoff 
7 .2 .1 Hipótesis básicas 
La teoría de Kirchhoff sobre placas es análoga a la de Euler sobre vigas, en la medida en que 
ambas desprecian el efecto de la fuerza de corte en la flexión. Sus hipótesis fundamentales son 
las siguientes: 
1. La placa es delgada en el sentido antes dicho y posee un plano medio. Si el espesor de 
la placa es t, los planos superior e inferior están definidos por z — ±t. 
2. La placa se encuentra sometida solamente a cargas ortogonales al plano medio. 
3. En el plano medio sólo ocurren desplazamientos w en el sentido z. Los desplazamientos 
en los demás sentidos ortogonales son nulos. 
4. Los desplazamientos en una normal al plano medio son iguales. 
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Figura 7.1: Elemento diferencial de placa - Geometría 
5. Las secciones inicialmente planas permanecen igualmente planas, aunque rotadas, des-
pués de aplicadas las cargas. 
Consideremos el elemento diferencial de placa que aparece en la figura 7.1. El eje £ y los 
desplazamientos w se toman perpendiculares al plano de la placa. De acuerdo con las hipótesis 
3 y 5, y con la ayuda de la figura 7.2, podemos establecer las relaciones que rigen entre los 
desplazamientos de la placa: 
dw 
dx 
dw 
dy 
(7.1) 
Adicionalmente, por la hipótesis 4 
w(x, y, z) = w(x, y) (7.2) 
7.2.2 Tensiones y deformaciones 
En vista de las hipótesis anteriores, las deformaciones en el plano (x, y) dadas por (cf. ecuación 
3.12) 
u(x,y,z) = -
v{x,y,z) = -
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z, w 
Figura 7.2: Hipótesis básica de la teoría de Kirchhoff 
dx 
0 
d_ 
\dy 
0 
a_ 
1 
dx 
(7.3) 
se convierten en 
= — z 
/ Qhv \ 
I dx2 
d2w 
dy2 
V^ dxdy) 
—v— 
K 
(7.4) 
donde el vactor K agrupa las curvaturas aproximadas. 
De acuerdo con esta formulación, el problema en el plano (x, y) es simplemente de tensión 
plana. Por tanto es válida la siguiente relación (cf. ec. 4.5): 
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= -zE 
^l-i/2 
V 
O 
l-I/2 1 
o 
o 
0 
1 
2(1 
a2w 
dy2 
2 °2 w \z dxdy/ 
K 
(7.5) 
donde C es la matriz constitutiva en tensión plana. 
Figura 7.3: Elemento diferencial de placa - Esfuerzos cortantes. 
7.2.3 Ecuaciones de equilibrio 
Consideraremos ahora el equilibrio del elemento diferencial de placa así definido. En primer 
lugar, con referencia a la figura 7.3, la suma de fuerzas verticales da como resultado 
á y + á x + q d x d y = ° 
lo que equivale a 
Ahora bien, con referencia a las figuras 7.3 y 7.4, se observa que la suma de momentos 
alrededor del eje y conduce a que 
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Figura 7.4: Elemento diferencial de placa - Esfuerzos de flexión y torsión. 
[Mx + ^-dxjdy - Mxdy + [mxv + - Mxydx 
- ( v . + § d * ) d „ d * + v ^ f - (y, + 
i i dy +qdxdy— = 0 
(7.8) 
Después de cancelar algunos términos, dividir entre dxdy y despreciar los términos de orden 
superior, se obtiene 
dMx dMxv 
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De manera análoga se se llega a 
dM: 
dx 
xy + dM, 
(7.10) 
Resulta instructivo deducir estas expresiones a partir de las ecuaciones de equilibrio de un 
cuerpo infinitesimal (3.4). En efecto, al integrar la primera de las ecuaciones sobre la altura 
de la placa se obtiene 
t 
2 
/ 
dox . dr. 
dx 
+ + 
drx 
z = 
dMr dM, 
dx 
+ xy 
dy 
dy dz 
- v x + = o 
(7.11) 
Igualmente, al integrar la segunda, 
zdz = 
= 0 
(7.12) 
En las ecuaciones anteriores se han usado las definiciones 
2 
/ 
vx = I Txydz 
2 
/ Vy = I TyZdZ 
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(7.13) 
=f Mx= oxzdz 
2 
My = ¡ avzdz 
2 
i 
2 
Mxy = I Txyzdz (7.14) 
Como se ha hecho la hipótesis de que las cargas se encuentran aplicadas de manera ortogonal 
al plano medio de la placa, no hay tensiones de corte TXZ ni RYZ en las caras superior e 
inferior de la misma. Esto hace que las ecuaciones (7.11) y (7.12) coincidan con (7.9) y (7.10), 
respectivamente. De manera similar, la integración de la tercera de las ecuaciones (3.4) da 
como resultado 
i 
j ( + Olüi + ^ i l | dz = 
~5 
dx dy dz 
dVx dVv t -t , 
Al hacer = q y = 0 se obtiene la ecuación (7.7). 
7 .2 .4 Ecuaciones cinemáticas 
Finalmente, es posible condensar las ecuaciones (7.9) y (7.10) en una ecuación única, susti-
tuyendo el valor de la fuerza cortante a partir de la ecuación (7.7). El resultado es 
¿¿MX | J¿Mxy | d2My | =Q 
dx2 dxdy dy2 ^ 
Además, para el vector de momentos 
' M, X 
M=\My\ (7.17) 
\Mxy) 
resulta la siguiente ecuación, en consideración de la expresión (7.5) 
141 
tá 
My ]=-T2C 
M 
/ d2w \ 
dx2 
d2w 
dy2 
V^ dxdy/ 
(7.18) 
K 
Esta ecuación se expresa sucintamente cen la forma 
M = -Ck 
donde 
- í3 
C = kC 
(7.19) 
(7.20) 
Esto hace que la ecuación diferencial de momentos (7.16) se pueda expresar en términos 
del desplazamiento vertical x en la forma 
donde 
a4 w „ d w d w q 
dx2dy2 + ¿V = Uf 
Et3 
D{ = — 1 121 
es la rigidez a flexión de la placa. 
2(1 — v2 
(7.21) 
(7.22) 
7.3 Elemento triangular de placa 
Consideremos el elemento finito triangular que aparece en la figura 7.5. En cada nodo se 
plantean tres grados de libertad, correspondientes al desplazamiento vertical y a sus derivadas 
con respecto a los ejes coordenados del plano. En consecuencia, el vector de movimientos 
nodales es 
<•=(>». (fe), (f), (s), (&), <». (fc), (t)JT <7-23) 
En vista de que hay nueve valores en este vector, se aproximará el desplazamiento por medio 
de igual número de términos en una expansión polinomial: 
w(x, y) = a1 + a2x + a3y + a4x2 + a6xy + a6y2 + a7x3 + a 8 (x2y + xy2) + agy 3 = Ta (7.24) 
donde 
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Figura 7.5: Elemento finito triangular de placa. 
T = ( l x y x2 xy y2 x3 (x2y + xy2) y3) 
a = ( a 1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 as ag ) (7.25) 
Para el cálculo del vector de movimientos nodales d se hace necesario calcular las derivadas 
del desplazamiento vertical, las cuales tiene por valor 
dw 
dx 
= a2 + 2a4x + a5y + 3a7x2 + as (2xy + y2) 
dw 9 9 — = a3y + a5x + 2 a6y + a8(x + 2 xy) + 3 agy = Ta (7.26) 
En consecuencia, el vector de desplazamientos nodales se puede obtener como 
d = Ta (7.27) 
donde 
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(1 ®1 Vi s? xiVi y? x\ +X1y21) y? \ 
0 1 0 2x, Vi 0 3x1 (2x1y1+y21) 0 
0 0 1 0 X1 2yx 0 (x2 + 2xly1) 
1 X1 Vi ^ x2v% y22 Xl 0x\y2 + x2y\) y23 
0 1 2x2 y2 0 (2 x2y2 + y2) 0 
0 0 1 0 X2 2y2 0 (X2 + 2 x2y2) 3y22 
1 x3 y3 XzVz vi (x\y3 + x3y¡) 
0 1 2x3 y3 0 (2^2/3 + y¡) 0 
V 0 0 1 0 x3 2y3 0 {x¡ + 2 x3y3) H) 
Por tanto, la función de desplazamientos vericales se puede expresar en la forma usual 
w{x,y) = Nd (7.29) 
con 
_ - i 
N = TT (7.30) 
A partir de esto resulta posible calcular el vector de deformaciones de la manera ya es-
tablecida en los capítulos anteriores, 
e = Bd (7.31) 
donde la matriz cinemática B tiene por valor 
B = - z L T ( 7 . 3 2 ) 
con 
/O 0 0 2 0 0 6x 2y 0 \ 
£ = [ 0 , 0 0 0 0 2 0 2x Qy I (7.33) 
\0 0 0 0 2 0 0 4(® + y) 0 / 
En consecuencia, la matriz de rigidez, dada por 
t 
2 
fc(e) = J j Bt CBdzdA (7.34) 
A 
2 
se reduce a 
fe) - ~ T k{ = T 
2 
J J Z2Lt CLdzdA • T _ 1 (7.35) 
A _ i 
2 
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Al resolver la integral interior se llega finalmente a 
, (e) í T ~ - -1 
k =T • Lt CLdzdA • T (7.36) 
A 
teniendo en cuenta la ecuación (7.20). 
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Capítulo 8 
Tratamiento de problemas dinámicos 
8.1 Introducción 
A lo largo de los capítulos anteriores se ha tratado el método de los elementos finitos desde la 
perspectiva de problemas estáticos exclusivamente. Sin embargo, resulta de interés estudiar 
su extensión para el caso de fuerzas dinámicas que producen vibraciones estructurales. En 
este caso, se hace necesario considerar las fuerzas de inercia que resultan de la aceleración 
de la masa de la estructura y, eventualmente, las fuerzas de amortiguamiento encargadas de 
disipar parte de la energía cinética de la vibración. 
Para este capítulo se supone que el lector tiene un conocimiento suficiente de Dinámica 
de Estructuras, ya que éste es un campo de estudio de gran amplitud que no resulta posible 
abordar dentro de los límites de esta obra sin desviarse de la trayectoria seguida hasta aquí. 
Por este motivo, el objetivo del capítulo es tan solo examinar la manera como se tratan los 
problemas dinámicos dentro del método de elementos finitos solamente, dejando de lado el 
análisis de vibraciones como tal. En primer lugar se estudiará la extensión del método a 
los problemas dinámicos en el caso sencillo de tensión axial simple. Luego se introducen 
algunos conceptos y ecuaciones de elastodinámica, para abordar, finalmente, la formación de 
las matrices de masa para elementos elásticos de varias dimensiones. 
8.2 Estructuras en tensión axial simple 
La generalización del método de los elementos finitos a problemas dinámicos para estructuras 
en tensión axial simple no reviste dificultad alguna. Aunque una deducción rigurosa de las 
ecuaciones básicas para dicha extensión puede hacerse por medio de los principios energéticos 
variacionales (en particular, el principio de Hamilton o la ecuación de Lagrange), es posible 
realizar una deducción más simple aplicando el principio de trabajos virtuales extendido al caso 
dinámico, conocido como principio de D'Alembert. De acuerdo con este principio, la fuerza 
de inercia de la segunda ley de Newton puede tratarse como una fuerza externa adicional de 
naturaleza reactiva en las ecuaciones de equilibrio. Según la ley de Newton la fuerza que causa 
el movimiento de un cuerpo (conocida como fuerza de inercia /i) es igual a la tasa de cambio 
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del momentum del cuerpo, definido como el producto de la masa por la velocidad. Por tanto, 
donde m es la masa del cuerpo y u(x, t) su desplazamiento, que es ahora una función del 
tiempo además del espacio . Como en general la masa del cuerpo no cambia con el tiempo, se 
tiene que 
_d2u{x,t) 
. fi = (8"2) 
Ahora bien, como el principio de los trabajos virtuales no es otra cosa que una ley sobre el 
equilibrio, es entonces posible plantear la siguiente variación de la ecuación (2.28) en la forma 
siguiente: 
p A n 
J Se(x,t) a(x,t)dV = j Su(x, t)q(x, t)dx + y^ 6uj(t)pj(t) 
v i = 1 
f óu(x,t)P^p^dV (8.3) 
v 
donde p es la densidad de la barra. Puede verse que esta es una expresión más general del 
equilibrio del cuerpo que la ecuación (2.28) puesto que se considera la variación temporal de 
las acciones internas y externas. Siguiendo las mismas consideraciones que condujeron a la 
ecuación (2.28) se tiene que 
/ 5e(x, t) a(x, t) dx = / óu(x, t)q(x, t)dx + 5u1 (t)p1 (t) + Su2 {t)p2(t) 
Jo Jo 
- [ ' 5 u ( x , t ) m ^ - 4 ^ A d x (8.4) 
J o ót 
Con respecto a la deducción del caso puramente estático, la única novedad reside en el último 
término de la ecuación anterior que corresponde a la fuerza de inercia. Con referencia a la 
ecuación (2.33), se hará la hipótesis de que el desplazamiento puede expresarse de mane-
ra general como una suma de productos de funciones de forma dependientes del espacio y 
desplazamientos nodales dependientes del tiempo, es decir, 
u(x, t) = Ní (x)U l (t) + N2 {X)U2 (t) (8.5) 
Derivando dos veces se llega a 
8 Í ^ A = N 1 {x)Ü 1 +N 2 {x)Ü 2 (8.6) 
donde los puntos sobre la función denotan derivación con respecto al tiempo: 
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9 
= d g(t) 
d t 
_ d2g(t) 
dt2 
Al proceder de manera semejante al caso estático se llega a la siguiente ecuación de equilibrio: 
n 
iVj x (pA) x NR NT x (pA) x N2\ I 
N2 x (pA) x A^ N2X (pA) XN2) 
m M 
(EA) x ^ 
/ J—I I \ DN, 
( E A ) * n í 
^ - (EA) x ^ 
x (EA) x 
k M 
(8.7) 
( e ) 
en donde m es la matriz de masa del elemento. Haciendo uso de las funciones de forma del 
elemento unidimensional (ecuaciones 2.34), la matriz de masa elemental es 
m(e) = 7í/ Cr)e-* x)dx 
donde se ha hecho x1 = 0 y x2 = l = l por simplicidad, con lo cual el resultado no pierde 
generalidad alguna. Al realizar las operaciones indicadas en la ecuación anterior se obtiene 
_PA l2-lx2 + f 
de donde se concluye que 
» - ^ ( í i) 
Resulta fácil demostrar que para el caso del elemento en tensión axial considerado en el plano 
con dos grados de libertad por nodo, tal como el usado en el análisis de estructuras articuladas, 
(figura 1.17 ) la matriz de masa correpondiente es 
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í 2 
0 1 0\ 
0 2 0 1 
1 0 2 0 
\0 1 0 y 
(8.9) 
La matriz de masa de la estructura m se ensambla de manera similar a la de rigidez, es decir, 
bajo consideración del equilibrio de los nodos. Desde el punto computacional, no obstante, 
basta con aplicar el mismo método automático explicado anteriormente. Debe tenerse en 
cuenta además, que cuando los elementos finitos tienen diferente orientación en el espacio, es 
preciso realizar una transformación de coordenadas de la matriz elemental de masa de manera 
similar a lo hecho con la matriz de rigidez: 
- M . 0 0 T (e) (e) m = A m A (8.10) 
La matriz de masa para la estructura completa se ensambla de igual manera que la de rigidez 
(cf. ecuación 1.29). La ecuación resultante del ensamblaje 
mü + kd = f (8.11) 
corresponde al tipo de movimiento que en Dinámica de Estructuras se identifica con el nombre 
de vibraciones forzadas no amortiguadas, las cuales no reflejan adecuadamente el fenómeno 
real, debido a que no incluyen una fuerza disipativa que se manifiesta en la disminución 
paulatina de la vibración una vez se retira la carga externa. Tal fuerza disipativa se modela 
usualmente como un amortiguamiento viscoso, que como tal es proporcional a la velocidad. 
En tal caso, la ecuación del movimiento toma la forma 
mü + cú + kd = f (812) 
donde c es la matriz de amortiguamiento viscoso de la estructura. Un procedimiento usual 
en Dinámica de Estructuras es construir dicha matriz en forma proporcional a las de masa y 
rigidez en la forma 
c = am + (3k (8.13) 
donde a y ¡3 son coeficientes apropiados cuyo cálculo puede encontrarse en textos de Dinámica 
de Estructuras. 
Ejemplo 8.1 
Calcular las frecuencias naturales propias de la armadura de acero mostrada en la figura 8.1. 
Las propiedades del acero empleado son las siguientes: módulo de elasticidad E = 2x 109N/m2; 
densidad p = 7,860kg/m3. El área de todos los elementos es de 0.003m . 
Consideremos en particular el elemento 2. Las matrices de rigidez y masa en coordenadas 
locales son 
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m 3 m 3 m 
Figura 8.1: Armadura articulada. 
fc(2) = 
/ 1 0 - 1 0\ 
0 0 0 0 
- 1 0 1 0 
V o 0 0 o/ 
(8.14) 
( 2 ) m = 
(pAl) 
Al reemplazar los datos se obtiene 
1 o\ 
0 1 
2 0 
\0 1 0 2/ 
/2 0 
0 2 
1 0 
(8.15) 
k{2) = 2 x IO8 
( 1 0 - 1 0 \ 
0 0 0 0 
- 1 0 1 0 
\ 0 0 0 0/ 
(2) m — 
/33.347 0 16.674 0 \ 
0 33.347 0 16.674 
16.674 0 33.347 0 
V 0 16.674 0 33.347/ 
Para este elemento, el ángulo a es 
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En consecuencia, la matriz de transformación resulta ser 
,(2) V2 
2 
/ 1 1 0 0\ 
- 1 1 0 0 
0 0 1 1 
\ 0 0 - 1 1 / 
Al aplicar la ecuación de transformación deducida en el capítulo 1, se obtienen las expresiones 
de las matrices de rigidez y de masa en coordenadas globales: 
~ (2 ) 
k = 
/ 1 0 - 1 o\ 
V2 o 
i r x 1 0 8 
0 0 0 0 
- 1 0 1 0 
0 0 o) 
~ (2) m = 
/33.35 0 16.67 0 \ 
0 33.35 0 16.67 
16.67 0 33.35 0 
V 0 16.67 0 33.35/ 
Con el fin comprender mejor el proceso de ensamblaje de la matriz de rigidez en coordenadas 
globales, resulta útil presentarla en forma segmentada de la manera 
es decir 
ki2) = V2 o irx 108 
i = i 
( i 
o 
- 1 
V o 
o 
o 
o 
o 
2 = 3 
- 1 
0 
1 
o 
o \ 
o 
o 
0 / 
Las submatrices indicadas se colocan en la matriz de rigidez global en las posiciones señaladas 
por las equivalencias que aparecen en el borde superior. Así, por ejemplo, la submatriz (1,2) 
se acumula en el lugar (1,3) de la matriz global junto con las contribuciones de los otros 
elementos. De esta manera, la contribución del elemento 2 a la matriz de rigidez global es 
152 
/fc(2) ™11 0 k12 0 0 o\ 
0 0 0 0 0 0 
fc(2) k21 0 k22 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
V o 0 0 0 0 0/ 
donde 
o=r° ° 
1 o o 
Al proceder de manera semejante con los elementos restantes y sumar los resultados se obtiene 
la matriz de rigidez de la estructura: 
( ki k2 -k3 
k2 0 
2 k3 
0 0 ~k3 0 
0 0 0 
ki -k2 ~k2 k2 
ki k2 ~k2 
ki -k2 
k2 ) 
0 -k2 -k2 0 0 0 0 0 0 > 
0 -k2 ~k2 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 ~k3 0 0 0 0 0 
k3 0 ~k3 0 0 0 0 0 0 
0 -k2 k2 ~k3 0 0 0 
ki k2 -ko 0 0 0 0 
donde 
, ! , V^ , V2 
«i = 1 + > k2 = — , k3 = 2 
kA = 2 + y/2 , k5 = 4 + , c = 1 x 108 
z 
La matriz de masa se obtiene de manera análoga: 
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m = 
m i 
con 
0 
mi 
m 2 0 m3 0 0 0 0 0 0 0 
0 m2 0 m 3 0 0 0 0 0 0 
0 m2 0 m2 0 0 0 0 0 
ffi4 0 m 2 0 m 2 0 0 0 0 
m5 0 m3 0 m 2 0 0 0 
m 5 0 m 3 0 m2 0 0 
m 6 0 m2 0 m2 0 
m 6 0 m2 0 m2 
m-j 0 m 3 0 
m? 0 m 3 
mi 0 
mi 
mi = 56.927 , m2 = 11.790 , m3 = 16.674 , m 4 = 70.740 
m 5 = 113.854 , m 6 = 104.087 , m 7 = 80.507 
Las frecuencias naturales se obtienen resolviendo el problema de autovalores 
(.k - n2m)$ = 0 
en el cual las matrices fcymse obtienen luego de eliminar las filas y columnas correspondientes 
a los grados de libertad UX = VI = VQ = 0. El resultado de este cálculo, en lo que respecta a 
las frecuencias, es 
/0.347 
íi¿ = 1 x 103 
0.590 
0.990 
1.348 
2.022 
2.448 
2.490 
2.805 
3.365/ 
8.3 Ecuaciones de elastodinámica 
Como es bien sabido, el principio de D'Alembert permite extender la segunda ley de Newton 
sobre equilibrio estático al caso dinámico por medio de la simple consideración de que la fuerza 
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Figura 8.2: Equilibrio dinámico. 
de inercia (que, para un cuerpo de masa constante, es igual al producto de la masa por la 
aceleración) es una fuerza de sentido opuesto al sentido positivo de la aceleración. 
A la luz de este principio, consideremos el equilibrio dinámico del cuerpo infinitesimal 
mostrado en la figura 8.2. Aplicando el principio de D'Alembert en el sentido x se tiene 
0T7 
—TyXdxdz + (tzx + -^-dz^dxdy - rzxdxdy 
d2u 
+fx(t) ~ p{dxdydz)-^ = 0 (8.16) 
donde fx(t) es la componente en el sentido x de la fuerza dinámica y p es la densidad del 
cuerpo. Simplificando términos y haciendo un desarrollo similar para los ejes restantes, se 
llega a la siguiente expresiones de las ecuaciones de movimiento en términos de las tensiones: 
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daT Or, 
dx 
+ yx 
Or, xy 
dx 
drxz 
dx 
+ 
+ 
dy 
day 
dy 
dr, 
. 9tzx d2u 
, drzy , t 8/2 v 
yz 
dy 
+ dcrz 
dz + fz(t) = P 
d2 W 
dt2 
(8.17) 
Por medio de las ecuaciones (3.22), (3.24) y (8.17) resulta posible obtener las siguientes 
ecuaciones de movimiento expresadas en términos de los desplazamientos del cuerpo: 
^ + G)fx+GV2u + Ut)=pd^ 
(Jp (J 111 
(A + G)~ + GV2W + fz(t) = p^r (8.18) 
La ecuación (3.39) se puede generalizar aún más si se incluyen las fuerzas de inercia 
causadas por una aceleración del cuerpo 
/ d2u\ 
~W 
d2V 
~W D(x,y,z) = (8.19) 
\ ^r / 
En tal caso, la ecuación (3.39) del trabajo virtual toma la forma 
J SeTadV = J2óD]Pj + J 6D(x,y, z f q(x,y, 
v J=1 s 
+ J 5d(x,y,z)T [b(x,y,z) - pd(x,y,z] 
z)dS 
dV (8.20) 
v 
de acuerdo con el principio de D'Alembert. 
8.4 Matriz de masa consistente 
Una vez deducida la ecuación del Principio de Trabajos Virtuales en la sección anterior, resulta 
posible establecer la expresión de la matriz de masa de un elemento finito de la manera usual. 
En efecto, si en la ecuación (8.20) se hace la hipótesis 
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6D{x,y,zf = ód(e)T Nt 
D{x, y, z)T = d(e)TNt (8.21) 
se sigue que 
,.(e)T 
D(x,y,zf = d N (8.22) 
Al sustituir estas equivalencias en la ecuación (8.20) junto con las correspondientes a los otros 
términos, se llega a la ecuación básica 
oo 00 ,00 ,00 m d + k d = f 1.23) 
..(<0 
donde d es el vector de aceleraciones nodales y m ( e ) la matriz de masa del elemento, dada 
por 
m oo -I pN NdV (8.24) 
La matriz de masa evaluada de esta manera se denomina matriz de masa consistente, dado 
que para su cálculo se emplean las mismas funciones de forma que para las matrices restantes. 
Para el caso del triángulo de deformación constante, las ecuaciones (4.17) en la ecuación (8.24) 
da como resultado 
(2 0 1 0 1 
m oo 
pA 
12 
1 0 
0\ 
1 1 0 
0 1 o 
2 0 1 
2 0 0 
(8.25) 
\0 1 0 1 0 2/ 
Por su parte, la matriz de masa consistente para el elemento finito rectangular de cuatro 
nodos, calculada de acuerdo con las ecuaciones (4.43), es 
/4 0 
0 4 
(e) pA 
m = 3 6 
0 1 0 2 
0 1 0 
2 
\0 
2 
0 
4 
0 
2 
0 
0\ 
0 1 0 2 
1 0 
0 1 
1 0 
0 
2 
0 
4 
0 
2 
(8.26) 
0 4/ 
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